Prof. dr hab. inz. Mieczystaw Kuczma Poznan, 10.06.2019r.
Instytut Konstrukcji Budowalnych

Politechnika Poznanska

ul. Piotrowo 5, 60-965 Poznan

e-mail: mieczyslaw.kuczma@put.poznan.pl

Recenzja rozprawy doktorskiej

mgr inz. Pauliny SWIATKIEWICZ

pt.: Equilibrium Finite Element Modelling Method in the
Problem of the Thin Plate Bending

Podstawa opracowania:

Powotanie na recenzenta przez Rade Wydziatu Budownictwa, Architektury i Inzynierii
Srodowiska Politechniki E.6dzkiej; pismo Dziekana Wydziatu Budownictwa, Architektury
i Inzynierii Srodowiska Politechniki £.6dzkiej — prof. dr. hab. inz. Marka Lefika, datowane
z dnia 15.04.20109r.

1. Przedmiot i ogélna charakterystyka pracy

Praca doktorska mgr inz. Pauliny Swiatkiewicz napisana jest w jezyku angielskim i zawiera
streszczenie w j. polskim oraz w j. niemieckim. Przedmiotem pracy jest naprgzeniowa wersja
metody elementéw skonczonych w zastosowaniu do analizy statycznej cienkich ptyt
sprezystych, nazywanych ptyta Kirchhoffa. Metoda elementéw skonczonych (MES) jest
uniwersalnym sposobem aproksymacji nieskonczenie wymiarowych rozwigzan zagadnien
brzegowych funkcjami skonczenie wymiarowymi o lokalnym no$niku, tzn. nalezacymi do
podprzestrzeni ogolnej wektorowej przestrzeni funkcji, w ktorej zadanie ma rozwigzanie.
Metoda ta pozwala sprowadzi¢ wyjsciowe zagadnienie do zadania algebraicznego, np. w
przypadku zagadnien liniowych — do liniowego uktadu réwnan algebraicznych. Nalezy jednak
pamietaé, ze rozwigzanie uzyskane za pomocg MES jest rozwigzaniem uogélnionym (stabym)

danego problemu brzegowego, ktére tylko w przypadku wystarczajacej gtadkosci operatorow




i danych definiujacych problem jest rtownowazne jego rozwigzaniu klasycznemu (silnemu). Z
uwagi na latwiejsze ich wyznaczenie, tzw. funkcje ksztattu MES zwykle stosowane do
apfoksymacji wybranej wielkosci polowej wprowadzaja (przemieszczenie) niecigglosci jej
pol pochodnych na granicach elementéw skonczonych, co poteguje biad aproksymacji tych

wielkosci, ktére sa wazne z inzynierskiego punktu widzenia (np. naprezenia).

W zagadnieniach mechaniki cial (konstrukcji) odksztalcalnych, dominujacym
sformutowaniem MES jest ujecie przemieszczeniowe, w ktéry nieznanym, podstawowym i
poszukiwanym rozwigzaniem jest pole przemieszczen punktow ciata. Przemieszczeniowy
model MES budowany jest na podstawie zasady minimum catkowitej energii potencjalnej
uktadu, lub wywodzi sie go bezposrednio z réwnania pracy wirtualnej przy wirtualnym stanie
przemieszczenia, ktére to stanowi pochodng wariacyjng (rézniczke) catkowitej energii
potencjalnej uktadu. Jest to sformutowanie wygodne, m.in. takze w przypadku plyt, jesli
chodzi o spetnienie warunkéw brzegowych, tj. sposobu podparcia i obcigzenia plyty, bowiem
warunki przemieszczeniowe (zasadnicze, stabilne) uwzgledniane s3 bezposrednio przez
aproksymowane pole przemieszczen, natomiast obcigzenia brzegowe lub ich brak stanowig
sifowe (naturalne, niestabilne) warunki brzegowe zagadnienia brzegowego 1 wchodza
bezposrednio jako wyrazy wolne algebraicznych réwnan réwnowagi dyskretnego modelu.
Zwykle w przemieszczeniowym modelu MES plyty Kirchhoffa nie sa zachowane warunki
ciaglosci pierwszych pochodnych pola przemieszczen, co skutkuje nieciggtoscia odksztatcen i
naprezef, a tym samym nieciaglodcia sit przekrojowych na granicy migdzy elementami
skoficzonymi. Odmiennym wariantem MES jest rozpatrywane w tej pracy sformutowanie
rownowagowe (naprezeniowe), w ktorym rozniczkowe réwnania rownowagi wyrazone w
uogdlnionych naprezeniach sa bezposrednio aproksymowane i warunki na brzegu miedzy
elementami musi spelnia¢ niewiadome pole naprezen lub zwigzane z nim wielkosci
wypadkowe (momenty zginajace i skrgcajace) albo, jak w tej pracy, wielkodci zastgpeze w
postaci funkcji naprezefi Southwella. Takze ten sposob dyskretyzacji nie jest jednak wolny od
niedogodnosci. Jednym z gtéwnych mankamentéw podejscia naprezeniowego MES jest
problem wyznaczenia przemieszczen na podstawie bezposrednio wyznaczonych w tym
podejéciu naprezen (momentoéw zginajacych i skrecajacych). Nalezy dodac, ze w terminach
energii, podejscie naprezeniowe MES odpowiada minimalizacji energii komplementarne;j
uktadu. Oba sformulowania MES — przemieszczeniowe i naprezeniowe — sg w sensie
energetycznym wzajemnie dopelniajace (dualne), dajagc oszacowania dolne 1 gorne

rozwigzania doktadnego, co jest niezmiernie wazne w przypadku rozwigzan przyblizonych.




Tematyka badawcza ocenianej pracy jest wazna z praktycznego punktu widzenia. Jest to
jednak zagadnienie bardzo ztozone od strony matematycznej i dlatego ciagle jeszcze aktualne
jako temat badawczy, chociaz modelowanie ptyt za piomocar MES nie jest problemem nowym,
bo stanowi przedmiot badan juz od lat 60-tych poprzedniego wieku, gdy dostgpne staly si¢
komputery i nastepowat rozw¢j i aplikacja koncepcji aproksymacji MES do réznych typow
konstrukeji. Doktorantka przedstawila w pracy model obliczeniowy ptyty Kirchhoffa w ujgciu
naprezeniowym MES i przeprowadzita jego weryfikacj¢ numeryczng poprzez poréwnanie
uzyskanych wynikéw dla wielu charakterystycznych przyktadéw z wynikami obliczen za
pomoca dostosowanych — przemieszczeniowych —elementéw  skonczonych. Autorka
przeprowadza rzetelne poréwnanie uzyskanych wynikéw, wskazujac na zalety i wady obu
rozpatrywanych sformutowarn MES. Badania Doktorantki s3 wartosciowym przyczynkiem w
budowie modeli MES dla ptyty Kirchhoffa. Przedstawiony w pracy naprezeniowy model
MES jest uogélnieniem znanych modeli obliczeniowych i cechuje si¢ szerszym zakresem

zastosowan co do dziatajacych obcigzen i warunkow brzegowych oraz ksztattu obszaru plyty.

Rozprawa liczy 154 strony i sklada si¢ z 7 numerowanych rozdzialéw oraz czgsci
nienumerowanych: streszczen w j. angielskim, polskim i niemieckim (Abstract, Streszczenie,
Zusammenfassung), wykazu oznaczen (Notations), spisu rysunkéw (List of Figures), spisu
tabel (List of Tables), wykazu bibliografii (Bibliography) zawierajacego 174 pozycji, i
jednego zatacznika. Cze$¢ gléwna pracy stanowia rozdziaty 3 do 6 (str. 43 — 117), gdzie
Doktorantka zawarta propozycje naprezeniowego modelu MES i wyniki wlasnych obliczen

numerycznych.

Rozprawa napisana jest zwiezle i bardzo komunikatywnie. Uktad rozprawy jest
klarowny i logicznie poprawny, redakcja pracy staranna (recenzent zauwazyl tylko nieliczne
pomylki jezykowe lub edytorskie). Lektura pracy doktorskiej, bedacej dla recenzenta
interesujacym ujeciem zagadnienia i poznawcza przyjemnoscig, wskazuje na dobre
przygotowanie Doktorantki do prowadzenia badan naukowych na wysokim poziomie W
nawigzaniu do aktualnego stanu wiedzy, z wykorzystaniem zaawansowanego aparatu

matematycznego i nowoczesnych koncepcji mechaniki obliczeniowej.

2. Opis i ocena rozprawy

W rozdziale 1., zatytutowanym Introduction, Autorka przedstawia przedmiot i cel pracy jako

teoretyczne sformutowanie naprezeniowego modelu metody elementéw skoficzonych dla



plyty Kirchhoffa i numeryczna weryfikacja poprawnosci i efektywnosci zaproponowanego

modelu, jak réwniez:

e dostosowanie modelu MES do réznych warunkéw brzegowych, poprzez wzbogacenie
elementow skofnczonych o wielopunktowe wigzy w postaci mnoznikéw Lagrange’a.

e oszacowanie wzglednego bledu rozwigzania przyblizonego na podstawie dwoch
rozwigzan — kinematycznie dopuszczalnego i statycznie dopuszczalnego.

e obliczenie ugie¢ plyty na podstawie momentéw zginajacych i skrgcajacych bedacych

rozwigzaniem opracowanego naprezeniowego (réwnowagowego) modelu MES.

Rozdziat drugi — Literature review, zawiera przeglad stanu wiedzy w dziedzinie tematu
rozprawy, siegajacy do XVIII-wiecznych poczatkow liniowej teorii plyt, poprzez metody
rozwigzan analitycznych, jednak z naciskiem polozonym na sformulowania modeli
obliczeniowych za pomocg metody elementéw skonczonych. Autorka omawia sformulowania
przemieszczeniowe, naprezeniowe, mieszane i hybrydowe MES, zwracajac uwage na ich
zalety i mankamenty, a szczegdlnie na sposob spelniania warunkéw brzegowych i warunkow

ciggtosci na granicach taczacych elementy skonczone.

W rozdziale trzecim — Plate bending by equilibrium finite element method, pierwszym z
glownych rozdziatéw pracy, Doktorantka przedstawia relacje definiujace proponowany model
naprezeniowy MES do analizy zginania plyty Kirchhoffa. Model bazuje gldwnie na
wezesniejszych pracach takich autoréw Elias (1968) i Morley (1967,1968) oraz nawigzuje do
pomystu Fraeijs de Vuebeke (1965), i stanowi uogoélnienie podanych tam idei. Praca obejmuje
takze praktyczng implementacje modelu w ramach programu MES o nazwie FENAP (Finite
Element Non-linear Analysis Program) napisanego w jezyku Fortran. Waznym sktadnikiem
modelu sg dwie funkcje naprezeniowe Southwella, oznaczane w pracy przez Ui V (lub jako
sktadowe wektora U = [U;=U, U,=V]), ktorych uzycie zapewnia uzyskanie statycznie
dopuszczalnych pdl naprezen, oraz pewna funkcja M, bedaca dodatkowa niewiadomg
zadania. Doktorantka aproksymowata funkcje U i V' elementami trdjkatnymi klasy o
liniowych i kwadratowych funkcjach ksztattu, czynigc tym samym wartosci weztowe tych
funkcji stopniami swobody konstrukcji, ktorych wartosci otrzymujemy poprzez rozwigzanie
ukladu réwnan liniowych. Funkcja M, ma spetnia¢ réwnanie rézniczkowe Poissona (3.26),
jak rowniez pewne warunki brzegowe, i w prostych przypadkach udaje sie jg poda¢ w postaci
analitycznej, natomiast w ogOlnym przypadku trzeba ja wyznaczy¢ jako rozwigzanie

przyblizone réwnania (3.26), np. za pomoca MES. Wiele uwagi Autorka poswigca spelnieniu
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przez naprezeniowy model MES warunkéw rownowagi na brzegu ptyty. Rozpatrzyta trzy
warianty tréjkatnego elementu skonczonego: 3-weztowy element trdjkaty o liniowych
funkcjach ksztattu i 6 stopniach swobody, 6-weztowy element tréjkaty o kwadratowych
funkcjach ksztattu i 12 stopniach swobody, oraz 6-weztowy element trojkaty o kwadratowych
funkcjach ksztattu i dodatkowo 3 mnoznikach Lagrange’a w wierzchotkach co daje w
sumiel5 stopni swobody. Mnozniki Lagrange’a sa potrzebne, aby zapewni¢ réwnowage sit
prostopadtych do plaszczyzny plyty na jej brzegu. Aby zapewni¢ spetnienie naprezeniowych
brzegowych warunkéw rownowagi na moment zginajacy M, i zastepczg site poprzeczng QOefr,
Autorka proponuje 3 typy elementéw skoficzonych z wielopunktowymi wigzami odpowiednio

dopasowane do powyzszych trzech wariantow trojkatnego elementu skonczonego.

W rozdziale czwartym — Displacement field by the least squares method, Doktorantka
przedstawia algorytm numerycznego wyznaczania pola przemieszczen ze znanych krzywizn
plyty metodg najmniejszych kwadratow. Z kolei, w zastosowanym podejsciu naprezeniowym
MES krzywizny oblicza si¢ ze zwigzkéw konstytutywnych dla sprezystej ptyty Kirchhoffa na
podstawie wczes$niej wyznaczonych momentow zginajacych i skrecajacych ptyte. Tutaj do
dyskretyzacji plyty uzyto dostosowany, prostokatny 4-wezltowy element Bognera-Foxa-
Schmita o 16 stopniach swobody.

Rozdzial pigty — Error estimation of approximate solution by Prager-Synge’s method,
zawiera opis sposobu obliczania oszacowania a posteriori btgdu aproksymacji rozwigzania
doktadnego analizowanego problemu brzegowego. Podany sposob oparty jest na metodzie
Pragera-Synge’a wyznaczajgcej ograniczenie gorne i ograniczenie dolne bledu wzglgdnego,
ktére to ograniczenia w normie energetycznej generowane sg odpowiednio przez statycznie

dopuszczalne i kinematycznie dopuszczalne rozwigzania danego zadania brzegowego.

Rozdziat szosty — Numerical examples, najdtuzszy rozdziat pracy (str. 87-117), zawiera
wyniki obliczef numerycznych Doktorantki dla wielu przyktadow zginania ptyty Kirchhoffa.
Rozpatrzone przyklady réznig si¢ ksztaltem plaszczyzny $rodkowej plyty, warunkami
podparcia, rodzajem dzialajgcego obcigzenia lub budowa przekroju poprzecznego (jedna z
plyt byla ortotropowa, pozostate izotropowe). Doktorantka analizowata: (1) ptyte kotowa
utwierdzong na obwodzie i obcigzong réwnomiernie, (2) ptyte kwadratowg o dwoch
réwnoleglych bokach utwierdzonych i pozostatych dwoch przegubowo podpartych, obcigzong
réwnomiernie, (3) plyte trapezowa o jednej osi symetrii, utwierdzona wzdhiz dtuzszego boku

i przegubowo podparta punktowo w dwoch przeciwleglych wierzchotkach, obcigzona




rownomiernie, (4) ortotropowa plyte prostokgtng o wymiarach 9 m x 3 m przegubowo
podparta na obwodzie, wykonang z falistej blachy stalowej o sinusoidalnym sfalowaniu,
obcigzona réwnomiernie, (5) plyty obciazone sitami skupionymi: (a) kwadratowa plyte
obciazong sitami skupionymi przylozonymi w narozach, tworzacymi samoréwnowazacy si¢
uklad sit wywolujacy skrecanie ptyty, (b) ptyte prostokatna o wymiarach 3/ x 2/ przegubowo
podparta na obwodzie, obcigzona w srodku sitg skupiona, (6) ptyte trapezowa o swobodnym
najdtuzszym boku i utwierdzona na pozostatych trzech bokach, obcigzong rownomiernie. W
obliczeniach uzyto 3-wezlowe i 6-weztowe trdjkatne elementy naprezeniowe opracowanego
modelu MES, a do celéw poréwnawczych — przemieszczeniowy trojkatny element HCT6
(Hsieh-Clough-Tocher), ktéry jest elementem dostosowanym o finalnie 12 stopniach
swobody. Element HCT6 jest zbudowany z trzech podtrojkatéow o funkcjach ksztaltu
bedacych pelnym wielomianem 3-go stopnia w kazdym podtréjkacie, ktérego liczbg stopni
swobody redukuje sie z 30 do 12 za pomoca kondensacji statycznej. Doktorantka wykonata
obliczenia dla trzech siatek o zmniejszajagcym si¢ kolejno dwukrotnie wymiarze elementu.
Warunki brzegowe wymuszono za pomocg mnoznikow Lagrange’a lub metoda funkeji kary
(wprowadzajagc dodatkowy element o nieznacznej sztywnosci). Pole przemieszczen, na
podstawie rozwigzania uzyskanego wedlug zaproponowanego naprezeniowego elementu
skoficzonego, wyznaczono za pomocg metody najmniejszych kwadratéw (doktadniej: Moving
Least Squares Method). Wyniki analiz numerycznych zostaly dobrze zilustrowane bardzo
licznymi wykresami i zestawieniami tabelarycznymi. Uzyskane wyniki potwierdzaja
poprawno$é sformutowania i komputerowej implementacji opracowanego naprezeniowego
modelu MES i zastosowanych tréjkatnych elementéw skonczonych, oraz wskazujg na

efektywno$¢ zaproponowanego podejscia do zagadnienia zginania ptyt Kirchhoffa.

Rozdziat si6dmy — Summary, stanowi podsumowanie przeprowadzonych badan i
osiagnietych wynikéw, oraz wskazuje problemy zwigzane z rozpatrywanym zagadnieniem,

ktore wymagajg jeszcze dalszych badan.

W Zataczniku A Doktorantka przedstawia sformutowanie i analiz¢ zginania belki w
ujeciu rownowagowej metody elementow skonczonych. Zastosowata liniowa aproksymacje
momentow zginajacych i jako stopnie swobody, oprocz wartosci momentéw w weztach siatki,
uzyta mnoznikéw Lagrange’a, ktére mozna interpretowac jako przemieszcezenia poprzeczne
belki. Rozwazania teoretyczne uzupelnia przyktadami numerycznymi, ktérych wyniki

zilustrowata na wykresach i kilka wybranych zestawila w tabeli.



Ocena merytoryczna i uwagi

Podsumowujac, na podstawie szczegbtowej lektury rozprawy i wyzej przedstawionego opisu
jej tresci i zakresu, moge stwierdzi¢, Ze rozprawa napisana jest w sposob klarowny i spojny, a
edycja pracy jest staranna (z uzyciem edytora LaTex). Naukowy przedmiot badan i
postawione cele badawcze zostaly jasno i precyzyjnie sformutowane. Przedstawione przez
Doktorantke sformutowanie zagadnienia zginania ptyty Kirchhoffa w ujgciu réwnowagowej
metody elementéw skonczonych jest poprawne i zawiera wiele oryginalnych elementow,
szczegblnie w odniesieniu do sposobu uwzgledniania warunkéw brzegowych i wyznaczania
oszacowania przedziatu wzglednego btedu rozwiazania doktadnego poprzez obliczenie jego
ograniczenia goérnego i dolnego w sensie energetycznym. Na podkreslenie zastuguje rowniez
dokonanie komputerowej implementacji opracowanego modelu obliczeniowego, opartego na
naprezeniowych tréjkatnych elementach skonczonych, jak réwniez rozwigzanie licznych
przyktadéw numerycznych. Otrzymane przez Doktorantke wyniki wskazujg na efektywnosé
zaproponowanego naprezeniowego modelu MES do analizy zginania ptyty Kirchhoffa i jego
réwnoprawng, konkurencyjna pozycje w stosunku do przemieszczeniowego modelu MES.
Tutaj, chcialbym tez odnotowaé rzetelnos¢ z jaka Autorka przedstawila zaréwno zalety, jak i
wymagania i mankamenty obu sformutowan MES — przemieszczeniowego i naprezeniowego

— oraz ich komputerowej realizacji w odniesieniu do rozpatrywanego problemu.

Doktadna lektura tekstu rozprawy sklania tez do przedstawienia kilku uwag, ktore
wskazuja na pewne pomylki edycyjne lub aspekty, ktore wymagatyby dodatkowych
wyjasnien lub komentarza ze strony Doktorantki:

1. Brakuje formalnego, jawnego sformutowania tezy pracy.
2. Wzér (2.1) na str. 22 wymaga korekty.
3. Lepiej zapisywaé zero po prawej stronie uktadu réwnan jako wielkos¢ wektorowa, np.

w réwnaniu (4.27) na str.77 lub wzorze (6.4) na str. 89, czyli czcionka pogrubiong

zgodnie ze systemem oznaczen stosowanym w pracy.

4. Czy wprowadzenie mnoznikow Lagrange’a, jako dodatkowych stopni swobody ptyty
lub z powodu wiezé6w wynikajacych z warunkoéw brzegowych, ma zauwazalny wptyw

na uwarunkowanie koncowego uktadu réwnan algebraicznych Ka=F wynikajacego z

naprezeniowego modelu MES?

5. Recenzent zauwazyl niewlasciwe uzywanie przez Doktorantke kilku wyrazéw w j.

angielskim, m.in.: (a) czasownika ‘to receive’, np. ,,...we receive the following




outcome...” (str. 47), ,,...we receive the following formulation...” (str. 47), gdzie
Doktorantka uzywa czasownika ‘to receive’ w znaczeniu ‘to obtain’; czy (b) bledne;

nazwy pojecia technicznego ,,aerial moment of inertia” (str. 144, 152).

Chce jednak wyraznie zaznaczy¢, ze poczynione uwagi i zapytanie nie obnizajg moje]
wysokiej oceny pracy. Uwazam, ze Doktorantce udato si¢ pomyslnie zrealizowa¢ trudne cele

rozprawy, ktére sformutowata na poczatku pracy.

3. Wnhniosek koncowy

Reasumujac cato$é stwierdzam, ze praca doktorska mgr inz. Pauliny Swiatkiewicz stanowi
oryginalne rozwiagzanie problemu naukowego i potwierdza Jej duzg wiedzg w dziedzinie
mechaniki konstrukeji i nowoczesnych metod obliczeniowych, spelnia tym samym wymog
art. 13 ust. 1 ustawy z dnia 14 marca 2003r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o
stopniach i tytule w zakresie sztuki. Ztozonos¢ i aktualno$é tematyki rozprawy, oryginalnos¢
rozwigzania postawionego problemu naukowego, oraz zakres i praktyczng uzytecznos¢ badan
oceniam wysoko. Autorka pracy przedstawita naprezeniowy model metody elementow
skoficzonych do analizy konstrukcji ptytowych i belkowych, i wykazata na wielu przyktadach
liczbowych, ze zaproponowany model obliczeniowy jest poprawny i uzyteczny w analizie
zadai o znaczeniu praktycznym. Rozwazania teoretyczne i zamieszczone wyniki analiz
numerycznych dobrze ilustrujg duze umiejgtnosci i wiedze Doktorantki w  zakresie
formutowania i numerycznego rozwigzywania zatozonych zagadnien brzegowych mechaniki

konstrukcji.

Stawiam wniosek o przyjecie pracy i dopuszczenie mgr inz. Pauliny Swiatkiewicz
do publicznej obrony i ubiegania si¢ o stopien naukowy doktora w dyscyplinie
Budownictwo. Biorac pod uwage oryginalno$¢ podejScia do zlozonmego problemu
naukowego i potwierdzong skuteczno$¢ jego rozwiazania, wnioskuj¢ o wyréznienie tej

pracy doktorskiej.




