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1. Ogélna charakterystyka rozprawy

W pracy przedstawiono naprezeniowy wariant metody elementéw skonczonych w zadaniach
zginania cienkiej ptyty. Metoda ta, oparta na minimalizacji energii komplementarnej i prowadzaca
do opisu naprezeniowego, jest alternatywa do powszechnie stosowanej przemieszczeniowej metody
elementoéw skonczonych.

Rozprawa doktorska liczy 154 strony, w tym 106 stron zasadniczego tekstu oraz spis literatury
zawierajacy 174 pozycje, oraz dodatek. Rozdziat pierwszy przedstawia krotki wstep, cel pracy oraz
zwiezty opis zawartoéci rozprawy. W rozdziale drugim przedstawiono tto literaturowe, zaczynajac
od podstawowych prac dotyczacych sformulowan dualnych w metodzie elementéw skoficzonych,
liniowej teorii ptyt cienkich oraz dyskretyzacji metoda elementéw skonczonych. Ta czgs¢ liczy
ponad 20 stron i prezentuje prace omawiajace cechy metod dyskretnych, istotne przy pézniejszym
omawianiu metody naprezeniowej. Rozdzial trzeci przedstawia szczegétowo podejscie
rownowagowe do metody elementéw skonczonych w opisie zadan zginania plyt cienkich. Rozdziat
czwarty, siedmiostronicowy, omawia zastosowana metod¢ uzyskiwania pola przemieszczen na
podstawie uzyskanych rozwigzah naprezen (momentow gnacych). Rozdzial pigty omawia
oszacowanie bledow metody. Rozdziat szosty, liczacy 31 stron, przedstawia przyktady
obliczeniowe i poréwnania wynikow. W rozdziale siédmym Autorka przedstawia wnioski oraz
wykaz zagadnien i probleméw do rozwigzania w przysztosci. Dwunastostronicowy Dodatek
zawiera opis matematyczny i przyklady sformulowan i rozwiazan zadania belki Bernoulliego-
Eulera, ktéra moze by¢ uznana jako jednowymiarowy przyklad i instrukcja ulatwiajaca zrozumienie
calej tresci rozprawy dotyczacej plyt cienkich.

W pracy do wyprowadzenia naprezeniowego sformulowania metody elementéw skonczonych
w analizie statyki cienkiej ptyty Kirchhoffa wykorzystano liniowe i kwadratowe funkcje ksztattu.
Na tej podstawie zbudowano dwa rodzaje elementéw: tréjkatne trojwezlowe oraz szesciowgztowe.
Warunki brzegowe spetniono za pomoca mnoznikéw Lagrange’a. Pelnig one rol¢ odpowiednich
stopni swobody. Dzieki temu mozna zdefiniowaé ustalone wartosci obcigzenia uogdlnionego na
krawedzi plyty, tj. momentu zginajacego oraz sity poprzecznej, a w innym przypadku mnozniki te
shuza jako dodatkowe stopnie swobody do zapewnienia réwnowagi sil pionowych w weztach
naroznych.



2. Cel badan

Tezg rozprawy jest twierdzenie, ze naprezeniowa metoda elementow skonczonych moze by¢
skuteczna w analizie zadan statyki ptyt cienkich.

Elementami nowatorskimi, wprowadzonymi w rozprawie w szerokim zakresie, sa:

* sformufowanie i rozwigzanie problemu zginania ptyt cienkich metodg naprezeniowa,

* podanic wielorakiego sposobu uwzgledniania warunkéw brzegowych,

* matematyczne oszacowanie bledu aproksymacji rozwigzania,

e metoda wyznaczania pol przemieszczen na podstawie uzyskanych rozwigzan naprezen/
momentow gnacych.

Na tle dostgpnej literatury postawione cele nalezy uzna¢ za nowatorskie. Calosciowe rozwiazanie
problemu i przeprowadzona dyskusja zatozen, ich realizacji oraz uzyskanych wynikéw jest
wartosciowe z naukowego 1 inzynierskiego punktu widzenia.

Wazng rolg naukowca jest poszukiwanie nowych metod opisu rzeczywistosci. Zwykle popularnosé
zyskujg metody tatwe do zrozumienia i zastosowania. Pozniejsze wykorzystanie ich przez szersza
grupe o0sdb zwigksza popularnos¢ i jednoczesnie ogranicza cheé podgzania w badaniach innymi
drogami. Jednak w dobie powszechnego wykorzystania komputerow i gotowych pakietow do
symulacji, nalezy podejmowaé wysitki badan i wprowadzania metod alternatywnych, ktére mimo
trudnosci pojgciowych, charakteryzuja si¢ istotnymi zaletami. Trud programistyczny ponoszony jest
jednorazowo, a wykorzystanie oprogramowania przez wielu pdzniejszych uzytkownikéw nie
wigze si¢ juz z dodatkowym indywidualnym kosztem. Z tego wzgledu nalezy uzna¢ wybér tematu
rozprawy doktorskiej za prawidtowy.

3. Omoéwienie rozprawy

Rozprawa dotyczy naprezeniowej wersji metody dyskretnej analizy zadan statyki ptyt cienkich.
O ile w powszechnie stosowanej metodzie elementéw skoficzonych niewiadomymi wielko$ciami
fizycznymi sg przemieszczenia wybranych punktéw obszaru, to w przypadku wariantu
naprezeniowego sg to naprezenia. W przypadku zginania ptyt sa to momenty gngce. Klasyczne
metoda elementéw skoficzonych zyskata popularno$¢ dzieki naturalnym sformulowaniom,
w ktérym minimalizowane funkcjonaty uzaleznione sa od uogélnionych przemieszczen wybranych
punktow, oraz prostym opisom warunkdéw brzegowych. Metoda naprezeniowa z kolei, poza innym
pojgciowo sformufowaniem, niesie trudniejszy opis warunkéw brzegowych oraz zewnetrznego
obcigzenia. Oba sformulowania majg swoje wady i zalety. Metoda elementéw skonczonych, mimo
cigglodci pol przemieszezen w weztach siatki dyskretnej, czesto nie zapewnia pelnej ciagtosci
przemieszczen na krawedziach elementéw skofczonych. Nie ma tez ciaglosci p6l odksztatcen czy
napr¢zen. Metoda napr¢zeniowa wyprowadzana jest z zasady minimum energii komplementarne;.
W rozprawie wykorzystano funkcje Southwella do spetnienia rownaf rownowagi. Autor publikacji
sprzed 70. lat pokazal, ze wprowadzajac dwie funkcje Ui ¥, mozna problemy zginania powiazaé
z przemieszczeniami membranowymi i w zwigzku z tym rozwigzywaé¢ dowolnymi metodami
obliczeniowymi.

Doktorantka dokonuje przegladu metod opisu elementéw skonczonych plyt, przy réznym stopniu
dopasowania funkcji aproksymujacych rozwigzanie. Pokazuje ewolucje modeli i wynikajacych
z ich sformutowan kolejnych udoskonalen.
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Warunki brzegowe wyrazone naprezeniami wymagaja uzycia liniowej kombinacji niewiadomych.
Brzeg swobodnie podparty np. wymaga zerowania odpowiedniej kombinacji momentéw gnacych
wystepujacych na brzegu. Brzeg swobodny z kolei wymaga speinienia zestawu trzech warunkow.
W pelni zamocowany brzeg najlatwiej opisa¢, gdyz nie narzuca si¢ dodatkowych warunkow
naprezeniowych wymagajacych spetnienia.

W dalszej czgsci opisu i wyprowadzania odpowiednich zaleznosci metody, omawiane sa elementy
trojkatne, w tym funkcje interpolacyjne, odpowiednie operatory rézniczkowe i koncowe macierze
charakterystyczne elementow. Odpowiednio opisane sg zaleznosci w punktach wewnetrznych
brzegow elementow.

Rozdzial czwarty opisuje uzyskiwanie pola przemieszczen z otrzymanych wezesniej pdl naprezen.
Calkowanie pola odksztalcen nie jest wygodng w praktyce procedurg. Przedstawiono w tym
zadaniu oryginalng metode opartg na metodzie najmniejszych kwadratéw. Pole przemieszczen
uzyskuje si¢ minimalizujac reszty, po podstawieniu postulowanego rozwigzania do rownan
definiujacych momenty gngce. Funkcjonal zostal zapisany macierzowo, z wykorzystaniem funkcji
interpolujacych. Wspotczynniki przy odpowiednich cztonach funkcjonatlu (4.6) uprzywilejowuja je
w zadanych proporcjach. Tu zapewne przydatna bytaby ocena, czy zamiast stalych wartosci d, nie
byloby wskazania do uzaleznienia wag od wielkosci elementéw czy intensywnos$ci lub rozktadu
obcigzenia.

Nasuwaja si¢ tez dalsze pytania. Dlaczego do wyznaczenia pola przemieszczen nie
wykorzystuje si¢ elementow trojkatnych, takich jakie sg uzywany przy wyznaczaniu momentow?
Jaka jest dokladno$¢ wynikéw w przypadku obu typdéw elementow? Te watpliwosci warto
skomentowaé, gdyz otrzyma si¢ wowczas petniejsza ocene prezentowanej metody w odniesieniu do
klasycznej metody elementdéw skonczonych.

W rozdziale piatym przeprowadzono ocene bledu aproksymacji rozwigzania. W literaturze
formutuje si¢ wiele metod oceny doktadnosci metod przyblizonych analizy zadan opisywanych
réwnaniami eliptycznymi. Mimo réznorodnych zatozen, wnioski zwykle sprowadzajg si¢ do
oszacowania bledu w odniesieniu do rzedu rownania rézniczkowego opisujacego problem. W
rozprawie doktorskiej przyjeto, ze jako warto$é odniesienia rozwigzan wykorzysta sie $redni biad
aproksymacji statycznej i kinematycznej. Skoro oba sformutowania dazg do rozwigzania
doktadnego z gory 1 z dotu, to takie zalozenie, wobec braku lub trudnosci w uzyskaniu rozwigzania
dokladnego, jest logiczne. W ten sposéb przeprowadzono ocene jakosci rozwigzan opisanych
w nastepnym rozdziale.

Rozdzial opisujacy przyklady obliczeniowe jest obszerny i liczy 21 stron. Plyta kotowa
rownomiernie obcigzona, analizowana byla przy réznym stopniu zageszczenia siatki podziahu.
Wykazano zbieznos$¢ do rozwiazania doktadnego wraz z zageszczaniem siatki podziatu. Zgodnie
z oczekiwaniami, wyniki pokazuja niedoszacowanie rozwigzan uzyskanych przemieszczeniows
metodg elementéw skonczonych i przeszacowanie w przypadku wariantu naprezeniowego.

Drugi przyklad pokazuje wyniki obliczen kwadratowej pltyty o dwdch przeciwleglych bokach
zamocowanych oraz dwoch swobodnie podpartych. W tym przypadku réwniez zastosowano
elementy w ksztalcie tréjkatdow w kolejno zageszczonych siatkach podziatu. W tym przypadku
réwniez przeprowadzono analiz¢ doktadnosci wynikéw.
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Kolejny przyktad to ptyta trapezowa z zamocowanym jednym bokiem oraz podpartymi dwoma
pozostalymi narozami. Tu réwniez zastosowano elementy tréjkatny w kolejno zageszczanych
siatkach podziatlu. Udokumentowanie wynikow w przypadku wszystkich zamieszczonych
przykladow jest bardzo rzetelne i pokazuje zbiezno$¢ nie tylko podstawowych wielkosci
wynikowych czyli momentéw gnacych, ale rowniez bledu energii catkowitej w przypadku réznego
typu elementdéw i réznego stopnia zageszcezenia siatki.

Kolejnym przyktadem jest ortotropowa prostokatna ptyta. Niezrozumiate sg rysunki 6.25 oraz 6.26,
pokazujace profil ptyty. Ten punkt wymaga wyjasnienia.

Nastepny przyklad to ptyta kwadratowa obcigzone sitami skupionymi dziatajgcymi w przeciwnych
kierunkach, przylozonymi w przeciwleglych narozach. W tym przypadku wydzielono ¢wiartke
plyty z uwagi na symetrie i anty symetrie zadania.

Nastepny przypadek to ptyta w ksztalcie trapezu, z jednym swobodnym bokiem.

Wszystkie uzyskane wyniki sg zgodne z intuicjg inzynierskg oraz doswiadczeniami numerycznymi
recenzenta. Trzeba tu podkresli¢ duzg roznorodnosé doboru zadan testowych oraz bardzo rzetelne
i wszechstronne zaprezentowanie wynikow oraz ich ocene i komentarze.

4. Uwagi i dyskusja

Ponizsze uwagi majg charakter dyskusyjny i nie obnizajg wartosci rozprawy. Niemniej jednak
nasuwajg si¢ recenzentowi i warto uwzgledni¢ je w ewentualnych dalszych pracach.

* Trzeba tu postawi¢ pytanie, jak mozna wykorzysta¢ uzyskane przez doktorantke wyniki oraz
opracowane wnioski, przy rozwigzywaniu kilku typowych i czgsto analizowanych numerycznie
grup zadan. Sa to m.in. zadania z materialowymi nieliniowo$ciami, geometrycznymi
nieliniowos$ciami, zadania pekania, zadania z adaptujaca si¢ siatka, czy zadania kontaktowe.

* Duze znaczenie przy prezentacji metody obliczeniowej jest oszacowanie kosztu numerycznego
w odniesieniu do innych znanych metod. W takim przypadku nalezy oszacowaé koszt
generowanie macierzy wspotczynnikéw uktady réwnan, koszt jego rozwigzania oraz koszt
wykonania obliczen pochodnych, wynikowych wielkosci fizycznych. Nie ma to oczywiscie
znaczenia w przypadku zadan testowych, ale pozwala ocenié¢ skuteczno$¢ metody nie tylko pod
wzgledem doktadnosci wynikow ale réwniez wydatku obliczeniowego.

* Staba strong sformutowania naprezeniowego jest koniecznosci indywidualnego formutowania
znacznej czesci procesu obliczeniowego w przypadku kazdego kolejnego typu konstrukcji.
Skomplikowane etapy uwzgledniania warunkéw brzegowych, wyznaczenia przemieszczen czy
uwzgledniania cztonéw nieliniowych zadania kontaktu lub pekania, hamuja wykorzystaniem
metody. Czy mozna sformutowaé ogélne wskazania i podaé sposob postepowania przy
rozwigzywaniu dowolnego rownania rézniczkowego, niezwigzanego z konkretnym typem
konstrukeji inzynierskiej?



Warto tez zwrdci¢ uwage na pewne drobne biedy.

* Autorka nie zawsze uzywa poprawnych nazw w jezyku angielskim np. pojawia si¢ flat plate
zamiast thin plate na okreslenie plyty cienkiej.

e Zwrot ,In this paper ...” na str. 73 zwigzany jest zapewne z przygotowywaniem materiatu do
publikacji w czasopismie.

* W maszynopisie widniejg pewne nieliczne, powtarzajace si¢ bledy jezykowe.

5. Wniosek koncowy

Rozprawa doktorska Pani mgr inz. Pauliny Swiatkiewicz prezentuje wysoki poziom zaréwno pod
wzgledem merytorycznym jak i formy edytorskiej sporzadzonego maszynopisu. Doktorantka stawia
w rozprawie teze, formutuje problem, rozwigzuje go i wykazuje skuteczno$¢ zaproponowanej
metody, a tym samym slusznos¢ tezy. W rozprawie zawarte sa wszystkie szczegbly naukowe
pozwalajgce powtdrzy¢ obliczenia oraz ocenié¢ i wykorzystaé opisang metod¢ w ewentualnych
zastosowaniach inzynierskich. Uwagi dyskusyjne nalezy traktowac jako wskazowki w dalszej pracy
naukowej. W opinii recenzenta przedtozona rozprawa doktorska spelnia wszystkie wymagania
zawarte w ustawie Ustawie z dn. 14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz
o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz.U. 2003 r., Nr 65, poz. 595 z p6zniejszymi zmianamt).
Whnosz¢ o dopuszczenie rozprawy do publicznej obrony.
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