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1. Przedmiot i ogélna charakterystyka pracy

Przedmiotem rozprawy doktorskiej mgr Martyny Rabendy jest modelowanie teoretyczne 1
symulacje komputerowe prostokatnych plyt o regularnej mikro-strukturze wewnetrznej,
utworzonej przez dwa rozne jednorodne sprezyste materiaty. Z jednego materiatu zbudowane
sa belki, nazywane zebrami, rozmieszczone periodycznie w dwoch ortogonalnych kierunkach,
a drugi material stanowi wypetnienie tak powstatego uktadu (rusztu). Ponadto analizowane sg
piyty typu FGM o funkcyjnej gradacji wilasnosci spowodowanej wolno zmieniajacg si¢
szerokoscia zeber. Autorka rozpatruje zagadnienie dynamiki takich plyt zginanych bez
obcigzen sitami normalnymi w plaszczyznie ptyty oraz przypadek z udziatem sit normalnych.
Rozwazania teoretyczne ukierunkowane sg na opracowanie usrednionego modelu
matematycznego badanego zagadnienia, ktéry pomimo makroskopowego charakteru
uwzgledniatyby jednak cechy mikro-struktury ptyty. Modele makroskopowe rozpatrywanych
ptyt, wyrazone przez usrednione rownania dynamiki Autorka otrzymata korzystajac z techniki

tolerancyjnego usredniania. Technike takiego modelowania osrodkéw z mikrostrukturg




zapoczatkowal prof. Czestaw Wozniak i jest ona dalej rozwijana przez jego ucznidw i
wspotpracownikow, w tym obu promotorow tej rozprawy. Tematyka rozprawy wpisuje si¢ w
aktualne kierunki badan mechaniki niejednorodnych materiatow i konstrukcji. Pozytywnie

oceniam osiagniete wyniki badan oraz aktywnos¢ publikacyjna i konferencyjng Doktorantki.

Rozprawa liczy 150 stron, na ktére skiadajg si¢ 7 numerowanych rozdzialow od
Wstepu do Zatgcznika A, oraz Streszczenie i Summary (w j. ang.). Bibliografia, stanowigca
rozdziat 6., zawicra 146 pozycji. Uktad logiczny rozprawy jest poprawny. Redakcja rozprawy
w zakresie ukladu tekstu i rysunkoéw jest staranna (recenzent zauwazyl tylko nieliczne
pomyiki edytorskie), ale miejscami formuty matematyczne zapisane sa niepotrzebnie zbyt
ogolnie (np. w krzywoliniowym ukladzie wspotrzednych) lub przy braku spdjnosci oznaczen,

co moze czytelnikowi utrudnia¢ lekture pracy lub prowadzi¢ do nieporozumien.

2. Opis i ocena pracy

We Wstepie, rozdzial 1., Autorka uzasadnia wybor przedmiotu badan, dokonuje przegladu
literatury, okresla cel i zakres pracy, oraz formutuje tezy pracy. Cel pracy podata nastepujgco:
.Celem niniejszej pracy jest zaproponowanie oraz aplikacia usrednionego modelu
matematycznego  opisujgcego  dynamiczne  zachowanie plyt cienkich o  budowie
mikroniejednorodnej.”.
Doktorantka stawia dwie tezy badawcze:
1. ,, Technika tolerancyjnego usredniania jest efektywng metodq pozwalajqcq uzyskaé
usrednione réwnania ruchu cienkiej plyty o dwukierunkowej gestej mikrostrukturze.”
2., Uzyskane usrednione réwnania ruchu umozliwiajq dobor parametrow materiatowych
i budowy phyty na poziomie mikro w celu uzyskania pozgdanych czestosci drgan

swobodnych analizowanej piyty.”

Uwagi recenzenta.
Zestawienie stosowanych w pracy oznaczen, zdaniem recenzenta, powinno by¢ na
poczatku (lub na koncu) rozprawy, a nie jako jeden z podrozdzialéw, tutaj podrozdziat 1.5 pt.

Wazniejsze oznaczenia. Wzory 1.1 — 1.3 wymagaja korekty oznaczen.

W rozdziale 2., pt. Podstawy modelowania technikg tolerancyjnego usredniania,
Autorka przytacza podstawowe pojecia, definicje i zalozenia modelowania tolerancyjnego.
W szczegblnosci omawia takie podstawowe pojecia jak: komdrka, parametr tolerancji, oraz

funkcja tolerancyjnie periodyczna. Nastepnie podaje sposob otrzymywania usrednionych




rownan ruchu technikg tolerancyjnego usredniania z wykorzystaniem (usrednionego)
funkcjonatu Lagrange'a. W rozdziale tym podala réwniez funkcje ksztaltu oscylacji
przemieszczen dla rozpatrywanych ptyt o dwukierunkowej mikro-strukturze, ktore przyjeta w
kazdym z dwdch kierunkéw jako iloczyn tensorowy funkcji odcinkowo liniowej typu ,,pita” i
funkcji parabolicznej. Zamystem Autorki jest, aby za pomoca funkcji ksztaltu odwzorowaé
zaburzenia przemieszczen, w stosunku do rozwiazania ,,gltadkiego usrednionego”, wywotane
mikro-niejednorodnosciami budowy ciata. Okreslenie funkcji ksztaltu jest istotnym

zagadnieniem w tej technice modelowania.

Uwagi recenzenta.
Lektura tego rozdzialu wywoluje nastgpujace pytania i uwagi:

(P1) Funkcje periodyczne odgrywajg podstawowg role w uzytej technice tolerancyjnego
usredniania. Autorka pisze na str. 21, linia powyzej wzoru 2.2: ,,Jezeli dla ... istnieje A—
periodyczna funkcja £ (x,") i ponizsze warunki sa spetione....to...”. Dobrze byloby
tutaj takze zapisa¢ w postaci jawnej warunki, jakie musi spetnia¢ funkcja, aby by¢
funkcjg A-periodyczng. Czy we wzorze 2.3 calkowanie nie powinno by¢ wzgledem
zmiennej y zamiast podanej zmiennej z ?

(P2) Czym uzasadnione jest ograniczenie dziedziny funkcji kwadratowej, oznaczonej tutaj w

recenzji przez 7,
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do przedziatu y; € D; = (—%,%), jak pokazano na rys. 2.2, podczas gdy dziedzina

D; funkeji S; (yj) zmiennej y; w kierunku prostopadtym (przy zamianie rdl T; & S),

y; € D; = (—%,%),jest wigksza, tzn. D; < D;?

(P3) Jak okreslony jest iloczyn S;(y;) - Tj(yj), i,j=12,i #j, czyli funkcja ksztaltu
fluktuacji h4 (xa,yﬁ),A = [, 1] wedlug wzoréw 2.17, 2.19, na zbiorach A(x) \ D; X D;,
gdzie A(x) = 1; X 1,?

Rozdzial 3, zatytutlowany Dyrnamika plyt nie poddanych dzialaniu sit normalnych w
plaszczyznie Srodkowej plyty, jest jednym z dwoch zasadniczych rozdzialéw rozprawy. W
rozdziale tym Autorka, wychodzac z réwnan bezposredniego opisu ptyt cienkich Kirchhoffa,
uzyskata usrednione réwnania modelu tolerancyjnego. Jest to réwnanie rozniczkowe o

pochodnych czgstkowych IV rzedu, majace postaé analogiczng do znanego rownania ruchu

dla jednorodnych ptyt ortotropowych. Analizie poddata dwa rodzaje ptyt prostokatnych




swobodnie podpartych; ptyty o budowie dwukierunkowo periodycznej, tj. plyty z
periodycznym ukladem zeber w dwoch ortogonalnych kierunkach, oraz plyty typu FGM o
funkcyjnej gradacji wlasnosci makroskopowych. Obliczyta usrednione moduly wystepujace w
otrzymanych réwnaniach ruchu, wyrazajace si¢ rozbudowanymi wzorami matematycznymi,
ale w postaci zamknietej. Dokonala sprawdzenia otrzymanego modelu tolerancyjnego
poprzez pordwnanie wartosci czestosci drgan swobodnych otrzymanych z wyprowadzonych
réwnan modelu tolerancyjnego i z metody elementéw skonczonych programem ABAQUS dla
bezposredniego opisu mikro-struktury. Autorka przeprowadzila wiele analiz parametrycznych
czestosci drgan swobodnych dla réznych proporcji materiatowych wlasnos$ci zeber 1 matrycy,
oraz roznych proporcji szerokosci zeber do wymiaru komoérki. W przypadku ptyt typu FGM
zbadata wptyw roznych funkcji opisujacych zmian¢ szerokosci zeber na wartosdcei czestosci
drgan swobodnych. Jak potwierdzajg obliczenia, zmieniajgc grubos¢ zeber w ptycie wedtug

zadanej z géry funkcji mozemy odpowiednio dobra¢ czestosci drgan swobodnych.

Uwagi recenzenta.
(P4) Jakie jest uzasadnienie wprowadzenia w 5. linii od dotu str. 31 tensora metrycznego
Jap» gdy powyzej w 2. linii tej strony Autorka stwierdza ,,Wprowadzono ortogonalny
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kartezjariski uklad wspétrzednych Ox,x,x5 ...”, co jest zgodne z wczesniejszym rys.
3.1 (natomiast nie do konca ten zapis jest zgodny z rys. 3.2, gdzie zmienne niezalezne w
plaszczyznie plyty oznaczono jako x!,x? oraz z zapisem we wzorze 3.1 i innych) ?
Tutaj mozna si¢ domysla¢, ze chodzi o te same wspotrzedne, ale nie jest to regulg, bo
przez eqp 1 e nastr.32 Autorka oznacza zupehie rézne wielkosci, odpowiednio —

skladowe tensora odksztatcenia (wzor 3.2) i symbol permutacyjny (wzér 3.4).

(P5) Autorka podaje na str. 31 definicj¢ operatorow 0, = 9/0,k i V= (04,0;), ale brak
definicji operatorow Vgp 1 V.

(P6) Wzor 3.5 nie polega na ,,...usrednieniu po grubosci ptyty” jak pisze Autorka w 7 linii
od dotu str. 32, ale na scalkowaniu po grubosci plyty (i jednostkowej dlugosci).

(P7) Przejscie z wzoru 3.6 do wyniku zapisanego wzorem 3.7 wymagatoby komentarza
wyjasniajacego; zapis sktadnikow we wzorze 3.7 jest niezgodny z zasadami sumowania
w notacji wskaznikowe;j.

(P8) Jak uzasadni¢ brak predkosci (szybko$ci) ws w funkcjonale dziatania zdefiniowanym

wzorem 3.107?




(P9) Prawo sprezystosci, ktére Autorka uzywa to prawo ,,Hooke’a”, a nie jak podano w

pracy: prawo ,,Hook’a”.

(P10)Wychodzac z kinematycznych zaleznosci klasycznej teorii plyt cienkich Kirchhoffa,
zapisanych rownaniami 3.1, Doktorantka stosuje dekompozycj¢ mikro-makro do
sktadowych pola przemieszczen w plaszczyznie plyty, w, (o = 1,2), jak to pokazuja

przyjete zaleznosei 3.12 1 3.13, powtorzone ponizej:

wo(xP,2,t) = wan(xf,y7,2,t) = (—vaV3(xﬁ, t) + R4y, x%) ug(xﬁ,t)) -z 3.12,
wan(xF, ¥, 2,t) = (=VaVs(xh,£) + hA(xP, ) ud (xF, 1)) - 2 3.13,
V,wan(x,y°%,2,t) = (—vayvg(xﬂ, t) + V,h4(xP,t) ug(xﬁ,t)) -z 3.135

Wan (18, 9%,2,6) = (=VaVs(xP,£) + RA(xP, £) ud(xF, 1)) - 2 3.13

Jak wyjasnié¢ odmienne zmienne niezalezne funkcji h* we wzorach 3.12, gdzie h? =
hA(yY,x*) | tej samej funkcji h? we wzorach 3.13, gdzie h4 = h4(xP,t)?
Jakie zalozenia przyjeto przy obliczaniu gradientu V,wg, i pochodnej czasowe] Wgp
funkcji Wy = wWap (xﬂ %, 2, t), dochodzac do pokazanych powyzszych wzorow 3.135
13.13¢7

(P11) W podrozdziale 3.5 ,Walidacja otrzymanych wynikéow — plyty prostokgine z
periodycznym ukliadem zeber” Doktorantka omawia dokonane sprawdzenie wynikow
otrzymanych wedlug opracowanego modelu z wynikami uzyskanymi za pomoca
pakietu obliczeniowego ABAQUS/Standard opartego na metodzie elementéw
skoficzonych. Rozpatrzono ptyte o wymiarach 4,00 x 4,00 m, grubosci 0,10 m, o
wymiarach komérki [; = I, =1 = 0,20 m, szerokosci stalowych zeber 0,05 m oraz
betonowej matrycy, traktujac plyte w programie Abaqus jako powloke i przyjmujac 4-
weztowy element (typu ,,shell”) S4R. Obliczenia ograniczono do harmonicznych drgan
swobodnych, co pozwolito uzyskaé rozwigzanie analityczne modelu tolerancyjnego
(TTA) w postaci podwojnego szeregu trygonometrycznego. Uzyskano dobra zgodnos¢
wynikéw metodg TTA i programem Abaqus — réznice wzgledne od 1,13% do 2,06%
dla jednorodnej ptyty betonowej (zebra i matryca z tego samego materiatu), oraz od
1,62% do 2,13% dla niejednorodnej plyty z periodycznym ukladem zeber. Nalezy
jednak wyraznie stwierdzi¢, ze dokonane poréwnanie za pomocg programu Abaqus to

,weryfikacja” modelu, a nie jak Autorka pisze w tytule ,,walidacja”, poniewaz walidacji




dokonujemy poréwnujgc dane wyniki z wynikami uzyskanymi w drodze eksperymentu

fizycznego — nie wirtualnego (przynajmniej dotychczas!).

(P12)Doktorantka wykazata obliczeniowo mozliwos¢ dobierania czestosci drgan swobodnych
plyty, poprzez zmiane grubosci zeber w ptycie wedtug odpowiedniej funkceji. Pokazala,
ze w ten sposob mozna uzyska¢ podwyzszenie czgstosci drgan przy mniejszym zuzycie

materiatu niz dla zeber w ptycie o rGwnomiernej grubosci.

Rozdziat 4, zatytulowany Dynamika plyt poddanych dzialaniu sit zewnetrznych w
plaszczyznie srodkowej plyty, przedstawia uogdlnienie zadania rozpatrywanego w rozdziale 3.
Dotyczy dynamiki ptyt mikro-strukturalnych wstepnie poddanych dziataniu sit normalnych w
plaszczyznie srodkowej ptyty. Autorka przedstawia tutaj rownania modelu, ktéry uwzglednia
dzialanie naprezen normalnych i jest bogatszy w stosunku do modelu z rozdzialu
poprzedniego o dodatkowe wyrazenia w sktadowych przemieszczeniach i odksztalceniach w
plaszczyznach réwnoleglych do srodkowej ptaszczyzny plyty (wzory 4.13). Roézniczkowe
réwnanie rownowagi dynamicznej z niewiadoma funkcjg ugigcia ptyty ma posta¢ analogiczna
do znanego réwnania ruchu dla jednorodnych piyt ortotropowych, ale jego wspdtczynniki, tj.
sztywnosci plyty, sa obliczane z uwzglednieniem dwusktadnikowej budowy plyty. Analiza
numeryczna obejmowata zbadanie wplywu sil normalnych na cztery pierwsze czestosci drgan
swobodnych dla roznych proporcji szerokosci zeber do wymiaru komoérki. W tym przypadku
zgodno$¢ wynikow proponowang metoda i programem Abaqus byla duza, gdy plyte
traktowano jako jednorodng ortotropowsg - réznice wzgledne pomijalne, od 0,09% do 0,87%,
natomiast ujawnit sie znaczny blagd modelowania w programie Abaqus plyty niejednorodne;j
jako skladajgcej si¢ z zeber i matrycy z tego samego materiatu — réznice wzgledne od 3,43%
do 12,19%, co skutkowato bledem wzglednym modelu TTA i programu Abaqus od 2,71% do
11,42%, gdy sita osiowa N=N""=100 kN/m; bledy te malaly dla analizowanych wiekszych sit
normalnych (1 000 kN/m i 10 000 kN/m). W przypadku plyty o funkcyjnej zmiennosci
grubosci zeber, skutkujgcej zmiennymi wspdtczynnikami sztywnosci takze w modelu
usrednionym, do wyznaczenia drgafi swobodnych zastosowano, w rozdziatach 3 i 4, metodg
numeryczng Galerkina. Wyniki analiz parametrycznych pokazano na licznych wykresach

dobrze ilustrujgcych charakterystyczne wiasnosci analizowanej struktury dwuskladowe.
Uwagi recenzenta.
Ogodlnie, krytyczne uwagi sg analogiczne jak poczynione powyzej odnosnie rozdziatu 2.

i rozdziatu 3., i dotycza (cho¢ w mniejszym stopniu) zapisu funkcji, tzn. wykazu zmiennych




niezaleznych i niespdjnego indeksowania zmiennych, ponownie niewlasciwego uzycia stowa
~walidacja” (podrozdzial 4.4), nazwiska ,,Hook’a”, oraz zwrotu ,,bezwladnos¢ inercyjna” (str.
74). Natomiast pozytywnie oceniam otrzymane wyniki analiz numerycznych. Potwierdzaja

one poprawnos$¢ proponowanego modelu w zakresie przeprowadzonych obliczen.

Rozdziat 5., zatytulowany Whioski koricowe, zawiera krétkie podsumowanie i wnioski
z analizy otrzymanych wynikdw.
Praca konczy sie Bibliografig liczaca 146 pozycji i Zalgcznikiem zawierajacym wzory

na obliczenie wartosci usrednionych modutéw sztywnosci.

Na podstawie szczegétowe] lektury rozprawy oraz wyzej przedstawionego jej zakresu i
tresci, jak rowniez poczynionych uwag i ocen, uwazam, ze Doktorantce udato si¢ pomyslnie
zrealizowa¢ cel pracy i wykazaé stuszno$é obu postawionych tez badawczych. Analizowany
w pracy problem jest trudny i do jego rozwigzania Autorka zastosowala zaawansowany aparat
matematyczny (réwnania rézniczkowe o pochodnych czastkowych, rachunek wariacyjny).

Chce tutaj tez wyraznie zaznaczy¢, ze poczynione powyzej uwagi krytyczne odnosza si¢
do subtelnosci matematycznego opisu zagadnienia nie znieksztalcajac wynikow koncowych
pracy i nie obnizajg mojej pozytywnej oceny pracy, a maja raczej na celu zwrdcenie uwagi na

duzy stopien ztozonos$ci tego zadania badawczego.

3. Wnhniosek koncowy

W konkluzji koficowej stwierdzam, ze rozprawa doktorska mgr inz. Martyny Rabendy
stanowi oryginalne rozwigzanie problemu naukowego i potwierdza Jej wiedze teoretyczng w
dziedzinie mechaniki, spetnia tym samym wymog art. 13 ust. 1 ustawy z dnia 14 marca 2003r.
o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki.
Otrzymane wyniki majg nie tylko charakter teoretyczny, ale takze wartos¢ utylitarng, bo
opracowany model badanych ptyt dwusktadnikowych o mikrostrukturze (np. stalowe zebra i
betonowa matryca) moze by¢ wykorzystany w praktycznych obliczeniach inzynierskich.
Doktorantka wykazala, ze posiada rozlegla wiedzg w zakresie modelowania teoretycznego,
postugiwania si¢ zaawansowanym aparatem matematycznym oraz symulacji komputerowych

w dziedzinie mechaniki materialéw i konstrukcji.

Stawiam wniosek o przyjecie rozprawy i dopuszczenie Kandydatki do publiczne;j

obrony i ubiegania sie o stopien naukowy doktora w dyscyplinie Budownictwo.




