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Przedmiot i cel pracy

Modele matematyczne opisujgce obiekty materialne sg strukturami relacyjnymi, w
ktérych podstawowymi relacjami sg rownania. W roéwnaniach tych, na ogot,
poszukiwanymi wielkosciami sg skutki jakich$ oddziatywan na cialo materialne. W
przypadku ciat sprezystych, a z takimi mamy do czynienia w omawianej rozprawie,
skutkami sa przemieszczenia, odksztalcenia badz naprezenia zas oddzialywaniami sa
zwykle sity.

Rownania taczace wielkosci poszukiwane z oddziatywaniami sa podstawg do
sformutowania zagadnienia poczatkowo-brzegowego. Liniowa teoria sprezystosci ciat
niejednorodnych ma taki komplet réwnan i zwiazkéw opisujacych poprawnie, z punktu
widzenia matematyki, swoje zagadnienia poczatkowo-brzegowe.

Dlaczego wigc ciggle zajmujemy si¢ nowymi modelami takich cial?

OdpowiedZ jest znana — bo nie potrafimy wigkszosci zagadnien poczatkowo-
brzegowych rozwigzaé analitycznie, nie potrafimy wskaza¢ rozwigzan zamknigtych,
choé¢ wiemy, Ze istniejg. Poszukujemy wiec modeli prostszych wzglgdem liniowej teorii
sprezystosci albo metod prowadzacych do otrzymywania rozwigzan przyblizonych.

W pracy rozwaza sie cienkie, sprezyste plyty niejednorodne. Nie jest to dowolna
niejednorodno$é. Rozwazana ptyta sklada si¢ z elementoéw - komorek, ktorych jest duzo

(wymiar  charakterystyczny komérki jest duzo mniejszy od  wymiaru



charakterystycznego plyty), komorki skladajg sie z dwu skladnikow sprezystych i
jednorodnych, ponadto sasiednie komorki sa prawie identyczne (oddalone od siebie
moga, ale nie muszg znacznie si¢ rézni¢). W szczegdlnosci, gdy komorki sa identyczne,
mamy do czynienia z cialem o niejednorodnosci periodycznej. Wyrdznione plyty sa
wigc cialami o funkcyjnej gradacji wlasnosci materiatlowych, dla ktérych funkcje
opisujace t¢ zmienno$¢ sg wolnozmienne.

Zalozono ponadto, Zze funkcyjna gradacja wilasnosci plyty bedzie wystepowac
tylko w ptaszczyznach réwnoleglych do plaszczyzny srodkowej plyty, (nie bedzie
zmiennos$ci wzdluz osi prostopadiej). Plyty takie nazwano plytami o poprzecznej
Sfunkcyjnej gradacji wlasnosci.

Takie ciata nie muszg by¢ opisywane liniowa teorig sprgzystosci, ale np. modelem
cienkich, sprezystych ptyt niejednorodnych (teorig Kirchhoffa), ktory juz jest modelem
uproszczonym wzgledem liniowej teorii sprezystosci. W tym modelu, zagadnienia
poczatkowo-brzegowe opisywane sg jednym réwnaniem rézniczkowym czastkowym z
niewiadomym ugig¢ciem, o silnie oscylujacych i niecigglych wspétczynnikach.

W pracy sformulowano wiec cel: zbudowaé oraz zbadaé taki model usredniony,
w ktorym zagadnienia dynamiczne i stateczno$¢ plyt dwusktadnikowych, o poprzecznej
gradacji wlasno$ci, bedg opisane rOwnaniami ze wspdlczynnikami cigglymi 1

wolnozmiennymi.

Analiza tresci i ocena rozprawy

Praca liczy 97 stron. Sklada si¢ ze wstepu, trzech rozdziatoéw, wnioskow 1 uwag
koncowych oraz spisu literatury.

We wstepie przedstawiono krotkg historie modelowania plyt sprezystych oraz
metod homogenizacyjnych. Zamieszczono przeglad literatury z obszaru jednej z tych
metod, metody modelowania tolerancyjnego.

Twoércg metody jest Cz. Wozniak. Powstala ona najpierw w wersji dla osrodkow
niejednorodnych periodycznie. Warto zauwazy¢, ze cytowana w rozprawie monografia
Cz. Wozniaka i E. Wierzbickiego [133], pochodzaca z 2000 roku nie jest pierwsza
publikacjg na ten temat. Rok wczesnie) ukazata si¢ praca Cz. Wozniaka pod tytutem A4
model for of micro-heterogeneous solid z tym samym podtytutem co wspomniana praca

z 2000 roku; Tolerance averaging versus homogenization w serii prac Mechanik
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Berichte wydawanej w Rheinisch-Westfilische Technische Hochschule, (RWTH) w
Akwizgranie, (Aachen).

Kilka lat pézniej technika tolerancyjnego usredniania zostata przez Cz. Wozniaka
uogollniona na osrodki nieperiodyczne. Podsumowaniem wynikéw stosowania tej
metody jest m. in. obszerna monografia pod redakcjg Cz. Wozniaka, B. Michalaka, J.
Jedrysiaka, ktora ukazat si¢ w 2008 roku w Wydawnictwie Politechniki L.6dzkiej.

Kolejny rozdzial: Modelowanie matematyczne zagadniev dynamicznych cienkich
piyt mikrostrukruralnych o funkcyjnej gradacji wiasnosci liczy 12 stron i zawiera
zwiezly opis modelowania tolerancyjnego, konstrukcje trzech modeli ptyt z poprzeczng
gradacja wilasnosci; model tolerancyjny, asymptotyczny i asymptotyczno-tolerancyjny.
W pracy Autorka uzywa wymiennie termindw model, system, struktura, traktujac je
jako synonimy. Zdaniem recenzenta jest to poprawne.

Jak juz zaznaczono punktem wyjscia w pracy jest teoria Kirchhoffa ptyt z jednym
rObwnaniem czwartego rzgdu, na ugiecie, z niecigglymi oscylujacymi na matych
przedziatach okreslonosci wspotczynnikami. W otrzymanych trzech modelach mamy do
czynienia z ukladem réwnan na u$rednione ugiecie oraz pewne nowe niewiadome
nazwane fluktuacjami, ktore opisuja wplyw niejednorodnosci na rozwigzanie. Liczba
réwnan jest wigc wigksza, ale maja one juz wolnozmienne wspotczynniki (otrzymane w
wyniku usrednienia), ktdre w przypadku periodycznym sg stalymi.

Otrzymane modele sg oryginalnym elementem pracy i realizujg sformutowany we
wstepie, pierwszy cel rozprawy.

Jak juz wskazano, w rozprawie skonstruowano trzy modele. Model tolerancyjny,
z réwnaniami modelowymi (2.2.1) i (2.2.12), asymptotyczny z rownaniami (2.3.1) 1
(2.3.9) oraz asymptotyczno-tolerancyjny. W tym ostatnim przypadku twierdzi si¢, ze sa
to rOwnania (2.4.1), (2.4.2) i (2.4.8). Nie jest to, moim zdaniem prawda, bo komplet

réwnan, powinien by¢ uzupelniony jeszcze o rownania (2.3.9) na ugigcie usrednione U i
fluktuacje Q4,4 = 1,2, ..., N, ktore wystepuja w (2.4.1).

Otrzymane modele prowokujg pytania o podobiefistwa i réznice miedzy nimi.
Dlaczego nie wybiera sie tylko jednego z nich do zastosowania inzynierskiego? Czy
rozwigzane zagadnienie brzegowe w jednym modelu mozna rozwigza¢ w pozostatych?

Czym sie wtedy bedg one rozni¢? Ktére z tych rozwigzan bedzie najlepsze? Tzn., ktdre



bedzie najblizsze rozwigzania zagadnienia brzegowego dla plyty traktowanej jako
niejednorodne ciato trojwymiarowe w ramach liniowej teorii sprezystosci?

Czy Autorka moglaby przedstawi¢ swoje przemys$lenia w zasygnalizowanych
tutaj sprawach?

W rozdziale sa r6zne potknigcia stylistyczne, ktore zostang omowione dale;j.

W rozdziale trzecim analizuje sie drgania i stateczno$¢ pasma plytowego z
dwuskladnikowg komorka podstawows. Pasmo ma stalg grubos$é i stalg rozpietosc.
Sktadniki sa izotropowe i sprezyste. Zaktada si¢, ze w calym pasmie wspdtczynnik
Poissona jest staly.

W modelowaniu wykorzystuje si¢ juz usrednione po grubosci: gestos¢, inercje
obrotowa i sztywnos$¢ na zginanie oraz zaklada sig, Ze s funkcjami jednej zmiennej. W
dekompozycji ugiecia przyjmuje si¢ jedng funkcje ksztaltu. Prowadzi to do dwu
niewiadomych; usrednionego ugiecia i jednej fluktuacji.

Rownania modelowe dla modelu tolerancyjnego, asymptotycznego i tolerancyjno-
asymptotycznego otrzymuje si¢ z réwnan wyprowadzonych w rozdziale drugim
wykorzystujac zatozenia definiujace rozpatrywana ptyte.

Definicje podane wzorami (3.1.8) i (3.1.9) nie sa poprawne. Po prawej stronie
réwnosci wystepuje wspotrzedna x a po lewej jej nie ma. Gdyby przyja¢, ze jest to blad
literowy to powinno wtedy by¢ po obu stronach, w odpowiednich miejscach, albo ,x”
albo ,, 7. Po takiej zmianie pozostaje jeszcze problem funkcji ¥, wprowadzonej, po raz
pierwszy w tych wzorach i nie zdefiniowanej. Jest ona tylko nazwana: gdzie v jest
Junkcjg rozktadu wlasnosci materiafowych. Funkcja ta pojawia si¢ takze w nastepnym
rozdziale, gdzie analizowane sg przyklady numeryczne. Tez nie wprost tylko przez jej
periodyczne przyblizenie. Szkoda, Ze nie skomentowano tych funkcji. Jaka zmiennos¢
komorki podstawowej w pasmie opisuja funkcje (4.1.10)-(4.1.15), czy w plycie
kwadratowe] (4.2.3)-(4.2.10)? Moze warto pokaza¢ to graficznie na powierzchni
srodkowej ptyty?

W rozpatrywanych komoérkach podstawowych sktadniki powtarzajg si¢ z réznym
nasyceniem. Zwigzek nasycenia z funkcja v jest widoczny, czy w zwigzku z tym na
funkcj¢ ¥ nie powinien by¢ natozony warunek: 0 <y < 1?

Rozwigzania réwnan modelowych uzyskano stosujac do dwu niewiadomych,

usrednionego ugiecia i fluktuacji (zaleznych od x i ) metode rozdzielenia zmiennych.



Nastgpnie stosujgc metode Ritza otrzymano wzory na nizszg i wyzszg czesto$¢ drgan
wlasnych.

Kolejny analizowany przyklad to drgania wlasne ptyty prostokatnej, w ktorej
niejednorodnos¢ tolerancyjno-periodyczna wystepuje w dwu prostopadtych kierunkach.
Postgpowanie w tym przypadku bylo podobne z tym, ze teraz funkcje materialowe,
ugiecie, funkcja ksztaltu i fluktuacja zalezg od dwu zmiennych przestrzennych i czasu.
Metoda rozdzielenia zmiennych i metoda Ritza doprowadza do wzoréw na nizszg i
wyzszg czestos¢ drgan wihasnych.

Trzecim i czwartym przykladem jest zbadanie drgan wilasnych oraz wyboczenia
pasma plytowego na sprezystym podlozu. Wyznaczono dla nich czestosci drgan
wlasnych oraz sily krytyczne.

W rozpatrywanych przykladach zastosowano metody rozwigzywania, znane z
teorii klasycznej. Jednak tutaj mamy do czynienia nie z jednym réwnaniem, ale
ukltadem réwnan. Wystepuja w nich nie tylko ugiecie, lecz takze dodatkowe
niewiadome — fluktuacje. Otrzymane wzory na czestosci drgan wilasnych oraz sily
krytyczne sa wigc wynikami oryginalnymi i ciekawymi.

Kolejny rozdzial, najobszerniejszy, liczy 47 stron, zawiera analiz¢ rozwigzan
numerycznych dla czestosci drgan wlasnych w przypadku:

e Pasma ptytowego zdefiniowanego w rozdziale 3, z czterema warunkami
podparcia na krawedziach oraz piecioma wariantami funkcji ¥ w ramach
skonstruowanych modeli.

e Plyty kwadratowej opisanej w rozdz. 3 podpartej przegubowo z osmioma
funkcjami v (po cztery w dwu prostopadtych kierunkach)

Analizowano takze wyniki numeryczne dla sit krytycznych:

e Dla pasma plytowego spoczywajgcego na podiozu Winklera, opisanego w
rozdz. 3, z czterema funkcjami v .

Przedstawiono wykresy czgstosci drgan wlasnych, zaleznosci czgstosci od ilorazu
gestosci oraz ilorazu modutéw Younga sktadnikow, zaréwno dla pasma jak 1 dla plyty.
Otrzymano kilkadziesigt wnioskow szczegoétowych odnoszacych sie¢ do pordéwnan
wartosci czesto$ci drgan wilasnych otrzymanych w roéznych modelach, wptywu
wilasnosci materialowych na wielko$¢ tych czestodci oraz wartosci sit krytycznych w

modelu tolerancyjnym 1 asymptotycznym.



Rozdzial zamyka poréwnanie czestosci drgan wiasnych pasma plytowego z
odpowiednimi czesto$ciami wyliczonymi metoda elementow skonczonych (MES byl
zastosowany w jakim modelu?). Otrzymano zgodno$¢ wynikow modelu tolerancyjnego
z obliczeniami programem Abaqus. Ciekawy jest wniosek, Zze wszystkie wyniki
uzyskane metodg elementow skonczonych dajg mniejsze wartosci od otrzymanych w

modelu tolerancyjnym.

Szczegolowe uwagi redakcyjne

W wykazie oznaczen indeksy i, k, [ sg ciagiem 1,2,3, jednak na str.14 jest £=0,1,2
oraz str. 15jest 1,2, ..., a,a a to 1,2.

Str. 5 jest modele uniwersalne, raczej uogdlnione.

Str. 5 jest uklad dwuwymiarowej plyty — raczej model dwuwymiarowy piyty (plyta
jest fizycznie cialem trojwymiarowym a nie dwuwymiarowym).

Str. 9 jest pokazana jest analiza, raczej - przedstawiono analize.

Co oznacza gladkie wspdiczynniki np. na str. 8, 13, takze na 23. Niejednorodnos¢
jest wolnozmienna, ale zmienia si¢ skokowo. Pasmo jest przyktadem ciata o funkcyjne;j
gradacji wlasnosci z tym, ze jest to gradacja skokowa a nie ciagla (ciagla gradacja tez
wystepuje w kompozytach, ale to nie ten przypadek).

W tytule podrozdziatu rozdz. 2, jest system tolerancyjny a dalej jest definicja
przestrzeni tolerancji — system nie jest zdefiniowany.

W rozprawie nie rozpatruje si¢ ptyt o zmiennej grubosci, po co wigc taka
zmienno$¢ wprowadzac na str. 11? Podobnie strona 23.

Str. 11, str. 23 jaki jest sens ograniczenia maxd < [ ?

Str. 13, pojawia sig tu L; a wezesniej jest min (L,, L,). Skoro rozpatruje si¢ plyty
prostokatne to po co to nowe oznaczenie?

W wielu definicjach wystgpuje sformutowanie mozna nazwaé, lepiej nazwiemy
bedziemy nazywaé. Podobnie str. 15 mozna napisaé nastepujqgcq zaleznosé stowo mozna
wprowadza dowolnos¢, a tu powinno by¢ ofrzymuje si¢ nastepujgcq zaleznosé. Takze
str. 18, wzor (2.3.1) mozna zapisaé, oraz str. 23, budowa pasma moze byé uwazana za
Jfunkcyjnie zmienng. Budowa omawianego pasma jest z definicji funkcyjnie zmienna (a
nie moze by¢ uwazana).

Str. 13, te same sity oznaczone sg raz przez n, drugi raz przez N.
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Str. 14, we wzorze (2.1.8) brak nawiasu

Str. 14, jest pewng funkcjq stalq lepiej jest funkcjq stalg, co zawiera juz ceche, ze
jest to pewna funkcja.

Nie objasniono symbolu 0(1*™), str. 14

Na tej samej stronie: co oznacza zapis A(x) = x + 4 co tu oznacza znak ,,+77

Str. 16, jest: stosujgc zasade ... dla funkcjonatu powinno by¢: do funkcjonatu. Ta
sama strona: nie wzor (2.1.9) lecz (2.1.5).

Str. 18, A, jest przedzialem?

Str. 23, powtorzenie definicji x = x4, oraz powierzchnie srodkowa nazywa si¢
obszarem zajmowanym przez pasmo.

Str. 23, dlaczego komoérke podstawowa definiuje si¢ jako odcinek na
plaszczyznie? Komérkg przy jednowymiarowej zmiennosci jednorodnosci jest odcinek
na prostej.

Str. 25, jest w jednym zdaniu dwa razy gdzie, moze to zdanie lepiej zredagowac?

Podsumowanie

W pracy sformutowano cel: zbudowa¢ oraz zbada¢ taki model usredniony, w
ktorym zagadnienia dynamiczne i statecznos$é ptyt dwusktadnikowych, o poprzecznej
gradacji wlasnosci, bedg opisane roéwnaniami ze wspdlczynnikami cigglymi i
wolnozmiennymi.

W pracy skonstruowano, stosujac metode tolerancyjnego usredniania, trzy
modele: tolerancyjny, asymptotyczny i tolerancyjno-asymptotyczny. Réwnania w nich
otrzymane sg ukladem liniowych réwnan czastkowych o wspolczynnikach
wolnozmiennych w sposéb ciagly, a wiec sg prostsze. Prostszg posta¢ réwnan okupiono
tym, ze poszukiwanymi sa tutaj nie tylko ugiecie plyty, ale takze dodatkowe
niewiadome opisujace mikroniejednorodnos¢.

Uzyskano rozwigzania ogdlne w postaci wzordw na czgstosci drgan wilasnych
oraz sit krytycznych rozwazanych plyt cienkich.

Przeanalizowano numerycznie wiele zagadnien szczegdtowych. Otrzymane
wyniki sg wiarygodne i weryfikujg, w postawionym w celu rozprawy zakresie,

skonstruowane modele.



Wyniki sg oryginalne i $wiadcza o bieglosci Doktorantki w zakresie stosowania
metod matematycznych modelowania niejednorodnych plyt sprezystych, zaréwno
metod analitycznych jak i numerycznych.

Omawiana rozprawa doktorska nalezy do obszaru mechaniki ptyt i1 jest
usytuowana we wspdlczesnym stanie wiedzy z tego zakresu. Praca poszerza wiedzg w
zakresie rozwigzywania zagadnienn brzegowych cienkich plyt o funkcyjnej gradacji
wilasnosci.

Stwierdzam, Ze rozprawa doktorska mgr inz. Magdy Kazmierczak-Sobinskiej pt.
Wybrane zagadnienia mechaniki cienkich plyt mikrostrukturalnych o funkcyjnej
gradacji wlasnosci spelnia wymagania stawiane rozprawom doktorskim na stopien
doktora nauk technicznych w rozumieniu Ustawy. Jednoczesnie wnosze o
przedstawienie jej Radzie Wydzialu Budownictwa, Architektury i Inzynierii
Srodowiska Politechniki £.6dzkiej do dalszego postepowania w przewodzie doktorskim

i dopuszczenie do publicznej obrony.

Wiestaw Nagorko



