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1. Wstep

Rola inzyniera budowlanego — projektanta konstrukcji jest zapewnienie bezpie-
czenstwa uzytkowania obiektu budowlanego lecz jednocze$nie oczekuje sie od niego by
zaproponowane rozwiazania byly mozliwie optymalne i oszczedne. Oba te czynniki skta-
niaja do poszukiwania jak najlepszych rozwigzan napotkanych probleméw inzynierskich
jak najprostszymi i najefektywniejszymi metodami. Przenoszac to dazenie na etap projek-
towania i modelowania konstrukcji stajemy przed wyzwaniem zaproponowania mozliwie
prostego, nieskomplikowanego modelu badanego zjawiska, ktory jednak bedzie opisywat je
na tyle doktadnie i precyzyjnie na ile to konieczne. Potrzebny bedzie woéwczas wybor odpo-
wiednich narzedzi pozwalajacych w oparciu o przedstawiony model rozwiagzaé¢ konkretne
zadania obliczeniowe i nalezycie zinterpretowa¢ wyniki. Ta rozprawa opisuje propozy-
cje takiego uproszczonego modelu przewidzianego do opisu zachowania Sciskanego stupa
betonowego ze stalowym zbrojeniem poprzecznym o dowolnym ksztalcie. Przedstawiono
W niej ograniczenia i mozliwosci prezentowanego podejscia, przyjete zatozenia, specyfike
zagadnienia betonu skrepowanego, sformutowanie i rozwigzanie omawianego zagadnienia
oraz szereg przyktadow obliczeniowych, ktore pokazuja dziatanie modelu oraz zachowanie

mechaniczne stupéw z uzwojeniem.

1.1. Zjawisko skrepowania betonu

Zastosowanie w Sciskanym osiowo przekroju betonowym wkladek z materiatu
o wiekszej sztywnosci i wyzszych parametrach wytrzymatosciowych prowadzi do ogra-
niczenia swobody odksztalcenn poprzecznych. W konsekwencji prowadzi do zmiany stanu
naprezenia z jednorodnego jednoosiowego $ciskania w stan trojosiowego Sciskania. Pozwala
to uzyska¢ wyzsze warto$ci bezwzgledne naprezenn wzdtuz osi stupa przed jego zniszcze-
niem i ostatecznie przenosi¢ wieksze sity normalne przy nizszym zuzyciu betonu. Z tego
powodu zjawisko skrepowania rdzenia betonowego jest tematem zainteresowania inzynie-
row i badaczy niemal od poczatkow XX w. Od tego czasu zbadano wiele aspektéw tego
zjawiska, znajdujac przy tym rozne obszary, gdzie stosowanie uzwojenia jest szczeg6lnie
wskazane.

Poczatkowo temat budzil zainteresowanie ze wzgledu na oszczednosci jakie mo-
glo przynies¢ to rozwigzanie. Pierwsze modele wskazywaly, ze zwiekszanie ilo$ci zbrojenia
poprzecznego jest kilkukrotnie wydajniejsze niz stosowanie wkladek podtuznych. Aspekt

ten nigdy nie przestal mie¢ znaczenia, cho¢ w dobie stosowania w elementach Sciska-
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nych betonéw wysokich wytrzymatosci zyski te moga by¢ mocno ograniczone. Niemniej
sa sytuacje, gdzie trud wlozony w precyzyjne okreslenie nosnosci stupa zelbetowego ze
zbrojeniem tradycyjnym jest szczegolnie istotny. Dotyczy to zwlaszcza adaptacji obiektow
przy zmianie sposobu ich uzytkowania, gdzie przez dokladniejsze modelowanie mozliwe
jest wykorzystanie pozostajacych rezerw nosnosci i zwiekszenie dopuszczalnego obciazenia
bez konieczno$ci ingerowania w konstrukcje.

Drugi aspekt wykorzystania zjawiska skrepowania to projektowanie wzmocnieni
istniejacych stupéw przy wykorzystaniu poprzecznego zbrojenia zewnetrznego. Widoczne
sa tu dwa podstawowe nurty zwiazane z wykorzystana technologia: stosowanie plaszczy
z mat FRP (ang. fiber reinforced polymer) zwykle jako zbrojenie pasywne oraz wzmoc-
nienie technika SSTT (ang. steel-straps tensioning technique) czyli napinanych prasa lub
srubami tasm stalowych pelnigcych funkcje aktywnego zbrojenia poprzecznego. Takie
metody pozwalaja uzyska¢ znaczne przyrosty no$nosci przy malej ingerencji w istnie-
jaca konstrukcje 1 nie wymuszaja zmiany schematéw statycznych, a przy tym prawie nie
zmieniaja istniejacych wymiaréw zewnetrznych wzmacnianych stupow.

Wsréd innych obszarow inzynierii ladowej, w ktorych zjawisko skrepowania rdze-
nia betonowego znalazlo zastosowanie, nalezy wymieni¢ elementy rurobetonowe (ang.
CFEST - concrete filled steel tube). Dzieki temu polaczeniu rdzeni betonowy ma ograni-
czong zdolno$¢ do odksztalcen poprzecznych i jest w stanie przenosi¢ sity osiowe nawet
przy pelnym uplastycznieniu, za$ ptaszcz stalowy jest stabilizowany przez rdzen i ogra-
niczona jest jego wrazliwos¢ na lokalng utrate statecznosci. Dodatkowo wypelnienie be-
tonowe zapewnia trwala ochrone antykorozyjna wewnetrznej powierzchni rury, a ptaszcz
utatwia betonowanie stanowiac rodzaj traconego deskowania. Taka konstrukcja zespolona
charakteryzuje sie ponadto wieloma pozadanymi cechami: wysoka nosnoscig na Sciskanie
osiowe, ale rowniez mimosrodowe, duza odksztalcalnoscig w stanie granicznym, ktora za-
pobiega gwaltownemu zniszczeniu i powstawaniu katastrofy postepujacej. Minusem jest
niska odpornos¢ pozarowa wymuszajaca stosowanie dodatkowych $rodkéw ochronnych,
gdy to konieczne. By¢ moze z tego wzgledu oraz z powodu wiekszych trudnodci zwigza-
nych z konstruowaniem weztow rozwigzanie to nie upowszechnito sie na tyle by zastapic¢
tradycyjne stupy zelbetowe.

Innym sposobem ograniczenia odksztalcen poprzecznych w betonie jest stoso-
wanie zbrojenia rozproszonego. Wykorzystuje sie do tego celu wlokna stalowe, polipro-
pylenowe i polimerowe. Ta metoda modyfikuje wtasciwosci betonu na poziomie makro-
struktury. Najwieksze wlokna — stalowe — maja wymiar 50 &= 5 mm, pozostate — rzedem
wielkosci nie odbiegaja od wymiarow ziarna stosowanych kruszyw. Z tego wzgledu (skala
oraz losowy rozklad zbrojenia) beton ze zbrojeniem rozproszonym pozostaje poza glow-
nym tematem pracy.

Betonowe stupy uzwojone oraz rurobetonowe znalazty szczegolnie zastosowanie

tam, gdzie konieczne jest projektowanie z uwzglednieniem oddzialywan sejsmicznych oraz



obcigzen wyjatkowych, gdyz maja wyzsza odksztatcalno$¢ w zakresie plastycznym oraz
zdolnos¢ akumulacji wiekszej catkowitej energii odksztalcenia w stosunku do tradycyjnych
stupow zelbetowych. Najczestsze tematy krytyki betonu skrepowanego dotycza nastepu-
jacych zagadnien: skuteczno$é¢ zbrojenia poprzecznego w zakresie obcigzen uzytkowych,
ograniczenia dotyczace smuklosci i mimosrodu, wptyw proceséw reologicznych na prace
mechaniczna stupa.

W ostatnich latach gtowny wysitek naukowcoOw zajmujacych sie betonem skre-
powanym dotyczyl badania konstrukcji pod obcigzeniami sejsmicznymi, sposobow i efek-
tywno$ci krepowania betonow wysokich wytrzymalosci oraz stosowania wtokien z tworzyw

sztucznych w zbrojeniu i we wzmacnianiu stupéw betonowych.

1.2. Teza badawcza

Poruszony w pracy problem badawczy dotyczy okreslenia no$nosci betonowego
przekroju skrepowanego stalowym zbrojeniem poprzecznym o dowolnym ksztalcie na dro-
dze symulacji numerycznej. Aby skutecznie poradzié¢ sobie z takim zagadnieniem przeana-
lizowano specyfike rozwazanego zjawiska oraz dotychczas stosowane sposoby jego opisu.
Na tej podstawie przyjeto poczatkowe zalozenia dotyczace prezentowanego rozwigzania.

Wybrano zastosowanie modelu dwuwymiarowego, ktory reprezentuje przekroj
poprzeczny stupa o jednostkowej grubosci. Jest to réwnoznaczne z przyjeciem zasady
de’Saint—Venanta, ktora przy pominieciu zaburzen w obszarze glowic pozwala zastapic
przestrzenng analize catego elementu wykorzystaniem zagadnienia uogolnionego ptaskiego
stanu odksztatcenia. W takim podejsciu odksztalcenie prostopadte do ptaszczyzny prze-
kroju oznacza skrocenie podtuzne stupa spowodowane dzialaniem sily osiowej i stanowi
obcigzenie kinematyczne. Rozwigzanie jest poszukiwane przez wyznaczenie — w kolejnych
krokach obcigzenia — pol przemieszczen, odksztalcen i naprezen. Catkowanie naprezen
prostopadtych do przekroju pozwala wyznaczy¢ sile osiowa w betonowym rdzeniu i okre-
sli¢ jego nosnosé. Taki sposob rozwigzania sprawia, ze potrzebne jest przyjecie zasady
rozmycia zbrojenia poprzecznego wzdluz wysokosci stupa. Jak pokazuje analiza dostep-
nego w piSmiennictwie materialu sam obszar gtowic jest najtrwalsza czedcig stupéw nawet
przy braku stosowania dodatkowego zbrojenia wzmaczniajacego, gtownie za sprawg ogra-
niczenia odksztalcen przez elementy dochodzace.

W celu uchwycenia zjawiska w sposéb zblizony do rzeczywistosci konieczne jest
wprowadzenie nieliniowo$ci fizycznej materiatu. Przyjeto sprezysto—plastyczne modele
materialowe zaréwno dla stali jak i betonu. W przypadku uzwojenia wykorzystywany
jest warunek plastyczno$ci Hubera—Misesa—Hencky’ego, za§ w odniesieniu do betonu za-
stosowane sg trzy warianty obejmujace odpowiednio kryterium Mohra-Coulomba, Druc-
kera-Pragera i Willama-Warnkego. W dwoch pierwszych modelach odksztalcenia pla-

styczne wyznacza sie, stosujac niestowarzyszone prawo plyniecia.
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Prezentowane zadanie rozwiazano metoda elementéw skoriczonych w ujeciu prze-
mieszczeniowym. Podstawowymi niewiadomymi uktadu sa przemieszczenia wezlow w plasz-
czyznie przekroju — po 2 stopnie swobody w wezle. Obszar rdzenia zdyskretyzowano
sze$cioweztowymi elementami trojkatnymi klasy C, a zbrojenie poprzeczne elementami
pretowymi trojweztowymi klasy C°, ktore przenosza wylacznie sile osiowa. Rozwazono
wykorzystanie elementéw trojkatnych trojweztowych w potaczeniu z pretowymi dwuwe-
zlowymi — obydwa klasy CV, ale nie wykorzystano ich w przykladach obliczeniowych
prezentowanych w dysertacji.

Postanowiono ograniczy¢ uniwersalno$é przedstawionego modelu w celu uzyska-
nia jego efektywnosci, zapewniajac jednocze$nie jego przydatno$¢ we wszystkich przy-
padkach, w ktérych wpltyw zbrojenia poprzecznego na zachowanie stupa betonowego jest
zauwazalnie istotny. Zarazem przyjeto za cel umozliwienie symulacji nosnosci stupa o do-
wolnym ksztatcie przekroju poprzecznego z dowolnie skonstruowanym zbrojeniem krepu-
jacym. Jest to element, ktorego brakuje w prostych procedurach projektowych wywodza-
cych sie gtéwnie z badan doswiadczalnych. Z kolei trojwymiarowa analiza takich zadan
przy wykorzystaniu bardziej zaawansowanych narzedzi wymaga znacznie wiecej wysitku
wlozonego w przygotowanie modeli obliczeniowych i dtuzszego czasu obliczeri. W zwiazku
z tym zalozono, ze przedstawione w dysertacji rozwigzanie powinno by¢ stosowane do
symulowania krepych stupéw poddanych $§ciskaniu osiowemu i wykonanych z betonow
normalnej wytrzymatosci, ze zbrojeniem metalicznym (stalowym). Te restrykcje whasci-
wie pokrywaja sie z obserwacjami dotyczacymi efektywnego wykorzystania uzwojenia.
Zaobserwowano, ze w stupach poddawanych Sciskaniu na mimosrodzie na granicy rdzenia
przekroju oraz o smuktosci A > 20 szybko dochodzi do zaniku zauwazalnego wptywu skre-
powania. W przypadku uzwajania stupow wykonanych z betonéw wysokich wytrzymatosci
ich duza sztywnos$¢ i proporcjonalnie mniejsza odksztatcalno$é poprzeczna sprawiaja, ze
krepowanie ich stala jest mniej wydajne, za to uwydatniaja sie zjawiska, ktorych nie
obserwowano w badaniach probek wykonanych ze stabszych betonow, takie jak na przy-
ktad eksplozyjne odpryskiwanie spowodowane wyboczeniem pretow zbrojenia glownego.
Dodatkowo w opisanym modelu obliczeniowym przyjeto ciagtos¢ odksztalcen pomiedzy
wszystkimi elementami. Oznacza to, ze nie uwzgledniono mozliwego poslizgu na styku
zbrojenia z rdzeniem betonowym. Przyblizenie bardzo dobrze sprawdza sie w przypadku
cigglych dobrze zakotwionych strzemion lub zwojow.

Podsumowujac — celem pracy jest przedstawienie i przetestowanie modelu, ktory
w przypadku betonu skrepowanego stalowym uzwojeniem pozwala okresli¢ no$nos¢ gra-
niczng przekroju, jego sztywnos¢ osiowa oraz rozklad naprezenia na jego powierzchni.
Prezentowane rozwigzanie ma taczy¢ prostote i przejrzystos$¢ dwuwymiarowego zadania,
swobode projektowania ksztaltu przekroju i zbrojenia poprzecznego z zadowalajaca do-

ktadnoscia rozwiazania, co uczyni je potencjalnie przydatnym w praktyce inzynierskie;.



Teza pracy jest: przyjete i przedstawione zalozenia pozwalaja w pelni zrealizowac
cel pracy, a wyniki obliczenn wykonanych z wykorzystaniem opracowanego modelu moga

by¢ wiarygodnym Zrédtem informacji o no$nosci przekroju uzwojonego stupa betonowego.



2. Stan wiedzy

2.1. Wprowadzenie

Koncepcja zastosowania uzwojenia stupa betonowego w celu poprawy jego wta-
Sciwosci mechanicznych po raz pierwszy pojawita w poczatkach XX w. Mozna by zatem
podejrzewac, ze przez ponad wiek zjawisko skrepowania betonu zostato na tyle doglebnie
zbadane i opisane, ze nie bedzie obecnie zywym tematem wspoélczesnych badan. Nie-
mniej przeglad dostepnych zrodel pokazuje, iz zagadnienie to wciaz zajmuje badaczy
w réznych cze$ciach swiata. Kolejne fale zainteresowania tematem spowodowane sg po
czesci rozwojem inzynierii materialowej (zastosowanie stali utwardzanych jako wkladek
zbrojeniowych, rozw6j betonow wysokich wytrzymalosci, wprowadzenie witokien z two-
rzyw sztucznych do zastosowania w budownictwie), wdrazaniem nowych, czasem istnie-
jacych wezesnie] na maly skale koncepcji konstruowania ustrojow budowlanych (stupy
typu CFST, proby uzwojenia krzyzulcow $ciskanych krotkich wspornikow betonowych,
wzmacnianie elementow $ciskanych plaszczami zewnetrznymi), czasem takze w wyniku
analizy przyczyn i skutkow katastrof budowlanych i poszukiwanie prob zapobiegania im
w przyszlosci (trzesienie ziemi w San Fernando).

Przeglad literatury podzielono na trzy czesci. W pierwszej zaprezentowano kilka
sposérod stosowanych powszechnie procedur obliczania nosnosci stupow ze zbrojeniem po-
przecznym. Przedstawiono propozycje normowe stanowigce konsensus pewnych §rodowisk
naukowo—technicznych oraz kilka propozycji niezaleznych, bedacych czesto efektem ana-
lizy prac badawczych. Podpunkt ten koticzy sie zbiorczym zestawieniem ponad 30 prac
opisujacych wplyw zbrojenia poprzecznego na zachowanie mechaniczne shupa betono-
wego, ktore powstaly na przestrzeni kilkudziesieciu lat, od momentu gdy zaczeto badac
to zjawisko. Kolejna czes¢ zestawia krotkie omoéwienie prac badawczych, prowadzonych
w roznych okresach, wraz z przywotaniem gtéwnych konkluzji istotnych dla tematu niniej-
szego opracowania. Prace rozdzielono wedhug o$rodkéow prowadzacych badania. Pozycje
starano dobra¢ sie tak by oddawaly rézne aspekty zjawiska skrepowania betonu, a takze
reprezentowaly rozne osrodki badawcze i przekrdj czasowy, z uwzglednieniem wysitkow
polskich naukowcow. Ostatnia cze$¢ to spojrzenie na koncepcje modelowania i symula-
cji zjawiska skrepowania betonu, stosowane modele konstytutywne, metody obliczeniowe.
Czes¢ przegladu stanu wiedzy, ktora nie dotyczyta bezposrednio zjawiska skrepowania be-
tonu i stupow uzwojonych a poszczegolnych zagadnien zwigzanych z budowaniem modelu

obliczeniowego zostala umieszczona w poszczegolnych rozdziatach.
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Celem przeprowadzonego przegladu literatury bylo ustalenie obszaru wiedzy wy-
magajacego uwagi, zaznajomienie sie z dotychczas stosowanymi metodami poznawczymi
oraz zebranie danych niezbednych do samodzielnego zbudowania modelu obliczeniowego
i jego weryfikacji. Pozycje cytowane, ktore napisane byly w jezykach francuskim, niemiec-
kim, rosyjskim, tureckim i japonskim znane sa autorowi badz z opracowan przegladowych
(m.in. [7, 17, 20, 41, 54, 83|), badz z dostepnych tlumaczeii wydanych w jezyku pol-
skim lub angielskim. Cytowanie oryginalnych prac ma w tym przypadku na celu oddanie
naleznego miejsca tworcom teorii i badan, z dorobku ktorych korzystano przygotowujac
te dysertacje. Oznaczenia wielkosSci fizycznych i matematycznych stosowane w tej czesci
pracy najczesciej zaczerpniete sa z przywolywanych pozycji i moga réznic¢ sie¢ miedzy soba
lecz sa opisane w tekécie. W przypadku poréwnan roéznych metod okreslania nosnosci

stosowane sg ujednolicenia dla zachowania wiekszej przejrzystosci.

2.2. Procedury obliczeniowe

PN-EN-1992-1-1 Projektowanie konstrukcji z betonu. Reguly ogélne i reguly
dla budynkéw (EUROCODE 2)

Norma [33] w punkcie 3.1.9 porusza kwestie projektowania no$nosci elementu
konstrukcji wykonanego z betonu skrepowanego. W podpunkcie (1) czytamy: ,Na skutek
ograniczenia odksztalcen poprzecznych (...) beton osiaga wieksza wytrzymalosé i wieksze
krytyczne odksztalcenia”. Dalej precyzuje, ze efekt skrepowania mozna uwzgledni¢ mo-
dyfikujac niektore parametry wytrzymatosciowe betonu, a dalej oblicza¢ no$nosc¢ tak jak

w przypadku pracy w stanie jednoosiowego Sciskania

fae = fa (1,0 + 5,0;—2> dla o < 0,05 fu, (2.1)
ck
foe = f (1,125 + 2,5;—2) dla oy > 0,05 f, (2.2)
ck

gdzie fu. oznacza wytrzymalto$¢ charakterystyczna betonu skrepowanego na $ciskanie,
fox wytrzymatosé charakterystyczng przed na $ciskanie bez skrepowania, a oy krepujace
naprezenia poprzeczne w betonie. Na rys. 2.1 przedstawiono na wykresie znormalizowang
wzgledem poczatkowej wartosci wytrzymatosé osiowg w funkcji naprezen poprzecznych.
Kolejne parametry podlegajace modyfikacji to graniczne odksztalcenia betonu:
Ec2, ktore zastepowane jest przez cco. oraz €2 zastepowany przez cuo.. W modelu pa-
raboliczno—liniowym zalecanym do stosowania w punkcie 3.1.7 normy [33] pierwsze z wy-
mienionych odksztalcenn granicznych oznacza punkt osiggniecia przez material granicy
plastycznosci i przejscie do stanu idealnej plastycznosci, zas drugie catkowite graniczne

odksztalcenie materiatu, po osiggnieciu ktorego nastepuje zniszczenie przekroju
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Rysunek 2.1: Znormalizowana wytrzymalo$¢ betonu skrepowanego na $ciskanie wg [33].

2
€c2,c = Ec2 (%) ) (23)

02

5cu2,c = Ecu?2 + O,2 <—> . (24)
fck

W powyzszych formutach kluczowe jest ustalenie wartosci efektywnych poprzecz-
nych naprezen $ciskajacych oo. Norma [33| nie podaje wprost sposobu ich okreslenia na
podstawie geometrii przekroju, rodzaju zbrojenia, ani wlasciwosci uzytych materiatow.
Zwraca jedynie uwage, ze: ,Ograniczenie odksztalcen (skrepowanie betonu) moze by¢ ge-
nerowane przez odpowiednie zamkniete strzemiona lub krzyzowe powigzania zbrojeniem,
ktore dzieki poprzecznemu wydluzeniu betonu osiagaja stan plastyczny.” Wobec powyz-
szego stwierdzenia konieczne jest przeprowadzenie dodatkowej analizy naprezen normal-
nych w plaszczyznie przekroju. Model wprowadzony do normy PN-EN-1992-1-1 bazuje

w duzej mierze na wynikach Mandera z 1988 roku [64].

fib Bulletin 66: MODEL CODE 2010

Publikacja [51] traktuje zjawisko skrepowania betonu, podobnie jak [33], propo-

nujac modyfikacje parametrow wytrzymalosciowych betonu wskutek dziatania zbrojenia

poprzecznego

3

fck c ( 02 ) B
e —1435(2) 2.5
fck fck ( )
Eere = €e2 {1 +5 (f—k - 1)] , (2.6)

fck

Ecu2,c = Ecu2 + 072 <2) . (27)

fck
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Rysunek 2.2: Znormalizowana wytrzymalo§¢ betonu skrepowanego na $ciskanie wg [51].

Porownujac rys. 2.11 2.2 mozemy zauwazy¢, ze prezentowana w tym punkcie pro-
cedura jest mniej zachowawcza od poprzedniej. Dodatkowo w dalszej czesci opracowania
[51] znajduje sie propozycja obliczania warto$ci naprezen poprzecznych oo w przypadku
przekrojow okraglych zbrojonych okraglymi strzemionami lub zwojem oraz prostokatnych
ze zbrojeniem prostym ze strzemion dwucietych oraz wielocietych.

Naprezenia poprzeczne krepujace nalezy oblicza¢ wedtug wzordw:

02 = We fcd (1 - %) ; (28)

dla przekroju okragtego zbrojonego poprzecznie cigglym zwojem;

dla przekroju okragtego zbrojonego poprzecznie okraglymi strzemionami;

3 = We fod (1 - Z—) (1 - ‘Z—) (1 - %Lzm) , (2.10)

dla przekrojow prostokatnych zbrojonych strzemionami.
W podanych powyzej wzorach zastosowane sa nastepujace oznaczenia:
w. — moc zbrojenia poprzecznego;
s. — rozstaw strzemion lub skok zwoju;
d. — $rednica rdzenia przekroju (powierzchni zamknietej wewnatrz linii Srodkowych zbro-
jenia poprzecznego);
a. — krotszy bok rdzenia przekroju;
b. — dtuzszy bok rdzenia przekroju;
b; — odlegtos¢ pomiedzy kolejnymi pretami zbrojenia podtuznego przytrzymywanymi przez

naroza strzemion lub wigzania krzyzowe;
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fea — obliczeniowa wytrzymalosé betonu na $ciskanie (granica plastycznosci pomnozona
przez wspoOlezynnik bezpieczeristwa).

Moc zbrojenia obliczana jest odpowiednio dla przekrojow okragtych oraz prostokatnych

jako:
Asc fyd
g = —edvd 2.11
“ Sc dc fcd ( )
As Ay,
We = min  wy = ﬁ, W, = A fya : (2.12)
Sc Qe fcd Sc bc fcd
gdzie:

fya — obliczeniowa granica plastycznosci stali zbrojenia poprzecznego;
Ao, Agy, A, — pole przekroju zbrojenia poprzecznego w danym przekroju (np. dla strze-
mion dwucietych jest to podwojone pole przekroju preta strzemienia).
Procedura nie jest przewidziana do stosowania dla przekrojow o innym ksztalcie lub innym

zbrojeniu poprzecznym niz opisane.

ACI 318-8 Building Code Requirements for Structoral Concrete

Amerykanski Instytut Betonu w prezentowanej normie |1, 2| skupia sie gtéwnie na
warunkach, jakie spetnia¢ powinien element betonowy, by traktowac¢ go jako uzwojony. Do
samego obliczania no$nosci przekroju skrepowanego proponowany jest wzor opracowany

przez ACI we wspolpracy z Uniwersytetem Illinois (patrz tez [97]):

fee = 0851, + 4,111, (2.13)

gdzie:
fI — wytrzymato$¢ betonu nieskrepowanego,
fi — naprezenie poprzeczne.

W literaturze powigzanej z obszarem stosowania norm amerykanskich mozna zna-
lez¢ formuty, wyprowadzone z prostych modeli, ktore pozwalaja tatwo obliczy¢ naprezenia
poprzeczne w typowych przypadkach [85, 116] np.:

dla stupow o przekroju kotowym:

214sh fyt
= — 2.14
fl Se dc ) ( )
dla stupow kwadratowych ze strzemionami 4-cietymi:
414sh fyt
= =W 2.15
fl Se bc ) ( )

dla stupa kwadratowego ze strzemionami oplatajacymi rdzen oraz utozonymi po katem

45°, ktore przytrzymuja prety na bokach przekroju:
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. 3a41AAsh fyt
 sebe

We wzorach powyzszych Ag, oznacza pole przekroju preta zwoju lub strzemiona, s. skok

h (2.16)

uzwojenia, a d. i b. odpowiednio $rednice i dtugos¢ boku rdzenia przekroju.

Warunki, jakie musi zgodnie z norma ACI318 [2] spelnia¢ przekroj, sa nastepu-
jace:

1. Wymagany stopien zbrojenia poprzecznego pr przekrojow kotowych:

A fe
> 0,45 —1) ==, 2.17
T = (Ach ) fyt ( )

co jest adaptacja wzoru (2.26) przedstawionego w pracy [98| oraz:

/

pr > 0,12=%. (2.18)
fyt
2. Wymagany stopieni zbrojenia poprzecznego przekrojow prostokatnych:
A /
>0,3(== — 1) RASH 2.19
pr (Ach fyt ( )
/
pr > 0,09 ==, (2.20)
fyt

gdzie A, oznacza pole powierzchni calego przekroju, za§ Aq, pole przekroju preta uzwo-
jenia. Dodatkowo stawiane sa warunki dotyczace maksymalnego rozstawu pretow (skoku
uzwojenia) oraz mimosrodu. Maksymalny skok s, nie moze przekraczacé:

sy < 1/4 $rednicy (dtugosci boku) stupa,

sy < 1/6 srednicy (dlugosci boku) skrepowanego rdzenia przekroju,

dla przekrojow prostokatnych dodatkowo s, < 4 + (%) Wymiary podano w calach,
a h, jest maksymalna odlegtoscia miedzy przytrzymanymi przez zbrojenie poprzeczne

pretami podtuznymi.

Richart i inni (1929, 1934)

Rozw6j budownictwa betonowego w koncu XIX wieku sktaniat badaczy i inzynie-
row do opracowania uniwersalnych procedur projektowych. Poczatkowo (jak na przyktad
w raporcie [50] z roku 1910.) nie uwzgledniano wplywu zbrojenia poprzecznego na zacho-
wanie mechaniczne betonowych stupéw zbrojonych. Jedna z pierwszych historycznie prac
[97], do ktorej udalo sie dotrze¢ autorowi dysertacji, przedstawiajaca systematyczne po-
dejscie do zagadnienia nosnosci stupoéw uzwojonych podaje, ze nosnos¢ betonu wewnatrz

rdzenia mozna oblicza¢ jako:

fi=fo+41fs, (2.21)
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gdzie:

f1 — wytrzymalos¢ osiowa betonu skrepowanego, ktora odpowiada wczes$niej stosowanemu
oznaczeniu fey c;

fL — wytrzymatos$é betonu nieskrepowanego — odpowiada fu;

fo — naprezenia poprzeczne — odpowiada oo;

Dla stupow cylindrycznych z obwodowym zbrojeniem dodatkowo podano wzory:

f2 _ pT fs’ (222)
2
fi=fi+ 20501 fs, (2.23)

gdzie pr oznacza stopienn zbrojenia poprzecznego, a fs naprezenia w stali odpowiadajace
granicy plastycznosci.
W drugiej czesci badan autorzy koryguja wczesniejsze ustalenia proponujac obli-

cza¢ maksymalng sile osiowa P w przekroju betonowym zbrojonym nastepujaco:

P
S =C RO =p)+pfy+kprf (2.24)
lub:
P )
1 =Cfi(1—p)+pfy, (2.25)
g
gdzie:

A. — pole powierzchni rdzenia przekroju;

A, — pole calkowite przekroju;

p, pr — stopien zbrojenia gtéwnego i poprzecznego;

fy, fs — granica plastycznosci stali zbrojenia gléwnego i uzwojenia;

C — wspolezynnik o stalej wartosci C' = 0,85;

k — wspotczynnik o wartosci od 1,5 do 2,5, zalecane przyjmowanie k = 2,0.
Drugi z wymienionych wzoréw nalezy stosowaé dla przekrojow o grubych otuli-

nach, gdy do zniszczenia przekrojow dochodzi przed odpryskiwaniem otuliny (ang. spal-

ling). Kryterium minimalnego stopnia zbrojenia, ktore pozwala stosowaé wzor (2.24) jest

nastepujace:

Jo Ag — Ac

= 0,425 ==
pT Y fs AC

Poza wymienionymi formutami w pracy [98] znajdujemy proponowany sposob

(2.26)

przyjmowania materiatlowych wspotczynnikéw bezpieczenstwa oraz podstawowe zalecenia

konstrukcyjne.
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Saaticioglu i Razvi (1992, 1999)

Wspomniani autorzy przez kilka lat prowadzili wspolne prace, ktorych efektem
byly miedzy innymi publikacje [103, 93]. W pierwsze] przedstawiaja model pozwalajacy
okresla¢ nosnos¢ dla stupéw uzwojonych wykonanych z betonu zwyktego. W dalszej pracy
wskazuja modyfikacje pierwotnego modelu, ktore pozwalaja go zastosowaé¢ do elementow
z betondéw wysokiej wytrzymaltosci. Metoda zostata opracowana na podstawie wynikow
badan doswiadczalnych dla przekrojow okraglych, kwadratowych i prostokatnych.

Wytrzymato$é osiowa betonu skrepowanego wewnatrz rdzenia wyrazona jest na-

stepujaco:

fee = foo + F1 fie, (2.27)
ki =6,7(fie) " (2.28)
fie = k2 S, (2.29)

" (A fsina),
h=""— y : (2.30)

gdzie:

! — wytrzymato$¢ betonu skrepowanego, co odpowiada weze$niej stosowanemu oznacze-
niu fck,c;

! — wytrzymalos$¢ betonu nieskrepowanego, co odpowiada fe;
fie — efektywne naprezenia poprzeczne, co odpowiada os;
fi — $rednie naprezenia poprzeczne;
k1 — wspolczynnik efektywnosci skrepowania;
ko — wspolczynnik redukcyjny obszaru efektywnie skrepowanego klatka zbrojenia.
Ag; — pole przekroju i-tego preta zbrojenia poprzecznego;
fs — naprezenia rozciagajace w stali i-tego preta przy szczytowym naprezeniu osiowym
w rdzeniu przekroju, dla betonéow zwyklych i stali weglowych moze by¢ przyjmowane
jako granica plastycznosci stali, dla materiatow wysokich wytrzymatosci granica ta moze
zostac¢ nieosiagnieta (omowiono te wartos¢ w dalszej czesci);
s — skok uzwojenia;
b. — $rednica rdzenia lub dtuzszy bok rdzenia prostokatnego;
q — liczba pretéw zbrojenia poprzecznego przecieta przekrojem wzdtuz $rednicy lub kra-
wedzi rdzenia;

a — kat miedzy przecietym pretem zbrojenia poprzecznego a powierzchnia przekroju.
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Wartos¢ wspotezynnika ko dla betonéow zwyklych pierwotnie zalecano obliczaé ze

o (5) (5) (1) <10 o)

gdzie s) oznacza rozstaw miedzy pretami zbrojenia gtownego.

WZoru.

W przypadku stosowania betonéw wysokiej wytrzymatlosci autorzy zmodyfikowali

wzor (2.31) jednoczesnie dopuszezajac go do stosowania dla wszystkich betonow:

ky = 0,15 (b—> (b—) < 1,0. (2.32)
S S]

W przypadku przekrojow prostokatnych wskazano, by oblicza¢ wytrzymalosé za-

stepujac rownanie (2.29) nastepujacym:

_ flex bcx + fley bcy

S = T e

(2.33)

Poszczegolne sktadniki oznaczone indeksami x oraz y oblicza sie wedlug pierwot-
nego réwnania, oddzielnie dla obydwu kierunkow.

Naprezenie w zbrojeniu poprzecznym nalezy oblicza¢ jako:

k3 pe
f.=E, <0,0025+0,04,3/ ;/p > < for (2.34)

gdzie przez p. rozumiany jest stopien zbrojenia poprzecznego. Dodatkowo autorzy zastrze-

gaja, ze wzor jest poprawny dla stali o wytrzymatodci fy; < 1400 MPa.

Poza obliczaniem no$nosci, w pracach [103, 93] mozemy znalez¢ sposob obliczania
odksztalcen odpowiadajacych maksymalnym wartosciom naprezen w rdzeniu oraz odpo-
wiadajacych catkowitemu zniszczeniu, a takze warto$ci modutu Younga w poszczegdlnych

fazach pracy przekroju.

El-Dash, Ahmad (1994)

Autorzy z Karoliny Péinocnej prezentuja podejscie, ktére ma opisa¢ relacje napre-
zenie—odksztalcenie w catym zakresie pracy przekroju przy uzyciu jednej funkcji. Dodat-
kowo, przez wprowadzenie do niej kilku parametrow, ma ona pozwala¢ na aproksymacje
tej relacji tak dla betonéw o normalnych, jak i wysokich wytrzymatosciach. Ponadto
w pracy |30] przedstawiono zastosowanie proponowanej funkcji w przypadku przekrojow
prostokatnych ze strzemionami wielocietymi z réznym stopniem zbrojenia poprzecznego

w dwoch kierunkach.
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Ogolng posta¢ funkcji naprezenie-odksztatcenie zaproponowano w postaci:

Az + (B —1)z?

- 2.
Y 1+ (A—-2)z+ Ba? (2:35)

gdzie:

y = fe/fec — stosunek naprezen w danym punkcie do maksymalnej wartosci (wytrzyma-
lodci betonu skrepowanego);

T = £./ec. — stosunek odksztatcenia w danym punkcie do odksztatcenia odpowiadajacemu
wytrzymaltosci fe.;

A = Ef—s — parametr sztywnosci poczatkowej, E. jest modutem Younga dla betonu
okreslonym wg ACT [1];

B = 130,9 (ps)”” [#] — parametr definiujacy za ksztalt opisywanej relacji po osia-
gnieciu maksimum (przy wyzszych wartosciach odksztalcen).

Nosnosé przekroju skrepowanego okreslono jako:

fcc:fc0+k1 fla (236)

gdzie f. jest wytrzymatoscia betonu nieskrepowanego, f; efektywnym naprezeniem po-
przecznym, a k; parametrem zaleznym od geometrii i wlasno$ci materialowych. Odpo-
wiednio fi = pe fy, gdzie f, jest granica plastycznosci zbrojenia, za$ ps rownowaznym

(Srednio wazonym) stopniem zbrojenia poprzecznego. Parametr

02
k=07 (% pﬂ) : (2.37)
y Mse

zalezy dodatkowo od mnoznika efektywnosci m = S”TZ%%%, gdzie b, i b, sa dlugos$ciami
bokéw przekroju, sp, 1 sp, odleglosciami miedzy pretami pionowymi w poszczegblnych

kierunkach, a s skokiem uzwojenia (rozstawem strzemion).

Lignola, Prota, Manfredi i inni (2011)

Powyzsza praca [58| dotyczy skrepowania betonowych przekrojow prostokatnych
zewnetrznym plaszczem z wlokien polimerowych. W zakresie zachowania sie rdzenia beto-
nowego zawiera uniwersalne uwagi opisujace zjawisko. Autorzy dowodza, ze dla przekrojow
prostokatnych obszar efektywnie skrepowany (w przypadku zastosowania wylacznie zbro-
jenia na obwodzie) nie ogranicza sie do stref w poblizu krotszych bokow, ale rozciaga sie
w calym przekroju wzdtuz przekatnych, zaktadajac w praktyce stan dwuosiowego $ciska-
nia. Nastepnie wykorzystujac hipoteze wytezenia Willama—Warnkego proponuja nastepu-

jacy sposob wyrazenia no$noéci rdzenia:

2 3
PO (T (;—1) +0,30 (;—1> , (2.38)
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gdzie f) oznacza Srednie naprezenie poprzeczne dziatajace na krotszy bok prostokata ozna-

czony jako b, obliczane w prosty sposob:

tr Er I
fi=o-2plP 2"6“’. (2.39)

Wzor ten odpowiada Srednim naprezeniom wywotanym przez uzwojenie przy za-

stosowaniu zbrojenia tradycyjnego, jakie stosowane sa w innych procedurach.

Zestawienie

Po ujednoliceniu oznaczen i formy proponowane metody obliczania wytrzyma-
tosci skrepowanego rdzenia betonowego zaprezentowano w ponizszych tab. 2.1, 2.2, 2.3.
Skupiono sie na pracach gdzie skrepowanie nastepowato wskutek zastosowania stalowego

uzwojenia w postaci strzemion i spiral.

2.3. Prace badawcze eksperymentalne

Richart i inni

RICHART 1 INNI (1928) [96] — pierwsza z prac wykonywanych na Uniwersytecie
w Ilinois we wspolpracy z ACI dotyczy wylacznie zachowania betonu w trojosiowym
stanie naprezenia. Stanowisko umozliwiato takie badanie przez regulacje ciSnienia oleju
na plaszczu, ktorym okryte byty walcowe probki poddawane $ciskaniu osiowemu w prasie.
Przedstawiono szereg bezposrednich wynikow i krzywych obrazujacych §lad powierzchni
plastycznosci na ptlaszczyznie wyznaczonej przez osie naprezen gtownych oy i oy Na
podstawie zaprezentowanych danych mozna takze wyznaczy¢ kat tarcia wewnetrznego
w betonie na okoto 37°.

RICHART 1 INNI (1929) [97] — w pracy opisano jak badano probki walcowe
o $rednicy 254 mm (10”) i wysokosci 1016 mm (40”) wykonane z betonu o wytrzymaltosci
18,2 MPa ($rednia wytrzymalos¢ badanych probek 2645 psi). Zbrojenie w postaci okra-
gltych zwojow wykonane zostato z réznych gatunkow stali, zastosowano rézne wartosci
stopnia zbrojenia poprzecznego. Wybrane wyniki zacytowano w tabeli 2.4. W trakcie ba-
dania oprocz nosnosci mierzono takze odksztalcenia, co pozwolilo badaczom na okreslenie

modulu Helmholtza K oraz stalej Poissona v.
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Tablica 2.2: Wybrane metody okreslania no$nosci przekroju uzwojonego.

Metoda

Wytrzymato$é rdzenia

Naprezenia
poprzeczne

Uwagi

Miiller 1975 [72, 54]

Jee = fe A:S mlev

N = wmeTobs Yor|

Park-Priestley 1981
|88, 84]

feo= 1o (14 flv

Sheikh—Uzmeri 1982
[108]

2
Noo = \o L+ o Eoﬁoon AH mm@mv AH B woov pr \Jm

Ahmad—Shah 1982 [3]

£ G 7757 + 3 Edsv

fo=f. AH + ﬁmm@wv o < 0,68
Jee = 75> 0,68

Fafitis—Shah 1985 [34]

Noo”

f. G + 11558 + 30,4825, v

Mander—Park 1988
[64]

fo=f. vawﬂﬂ/\g +7,94%

27z EEV

A (I

5 > 5/6
£) (1)

Mm (As fssina);
Saaticioglu-Razvi Jeo= Je (1467 2) | or =S| fo= B (0,0025 +0,047/421 ) <
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Tablica 2.4: Wybrane wyniki badan okraglych stupéw z uzwojeniem.

po [%0] |f..[psi]” [T [MPa]| T, [psi] |f,[MPa]| spalling [psi] | spalling [MPa] | noénos¢ [psi] [nognoéé [MPa]

0 2425 16,72 - - - - 2130 14,69
0,5 2700 18,62 70500 | 486,08 2545 17,655 2680 18,48
1,11 2725 18,79 70600 | 486,77 2670 18,41 3590 2475
2,07 2730 16,62 53500 368,87 2965 20,44 3665 25,27
2,64 2615 15,03 53400 368,18 3580 24,75 4295 29,61
4,41 2775 19,13 66700 | 459,858 3680 25,37 6430 44,33
1,96 2645 18,24 197400 | 1361,03 3410 23,51 7880 54.33

UWAGI

* okreslano na probkach walcowych 6"x12"

- podano wyniki usrednione dla poszczegdlnych serii, serie liczyly od 3 do 6 probek

- w tabeli podano naprezenia w rdzeniu w czasie odpryskiwania otuliny i w czasie zniszczenia

RICHART 1 INNI (1934) [98] — ostatnia z publikacji opisuje badania obejmu-
jace tacznie 564 probki podzielone na 9 grup, z ktorych kazda sktadata sie z kilku se-
rii badawczych. Eksperymenty, tak jak w latach poprzednich, prowadzone byly na shu-
pach o przekroju okraglym, ale skupialy sie gtéwnie na okresleniu wplywu wczesniej
nie zroznicowanych czynnikéw takich jak wpltyw efektu skali, szybkos¢ i sposob obcia-
zania, sposOb wykoriczenia gltowic, wplywy reologiczne. Dodatkowo badania dotyczyty
roznych beton6éw i roznego zbrojenia podtuznego. Wiekszosé probek stanowity elementy
o $rednicy 203,2mm (8”) i dlugosci 1524 mm (5"). Wieksze probki (o Srednicach 127, 207
i 28” i odpowiednio zwiekszonych dlugosciach) zastosowano w serii 5. i 6., w ktorych
badano takze efekt skali. Stosowano betony o wytrzymato$ciach 2000 psi = 13,79 MPa,
3500 psi = 24,13 MPa, 5000 psi = 34,48 MPa, 8000 psi = 55,16 MPa. Stopnie zbrojenia
podtuznego od p = 0 do p = 6%, za$ zbrojenia poprzecznego spiralnego od pr = 0 do
pr = 2%. Probki do badan efektow reologicznych pod wplywem dlugotrwalego obciaze-
nia podzielone byty na te pozostawione w warunkach suchych lub wilgotnych, a czas ich
pozostawania pod obcigzeniem wynosit zaleznie od probki od 1 do 3,5 roku.

Raport z badan [98| dostarcza duzej liczby wynikoéw nosnosci dla probek kontro-
Inych, a takze zwraca uwage na zjawiska, ktore moga by¢ punktem wyjscia do przyjmo-
wania zatozen projektowych. Autorzy podzielili badane probki na grupy, ktore stuzyty im
do zdiagnozowania wpltywu poszczegdlnych czynnikéw na no$nosé elementow:

— Grupa 1. postuzyta sprawdzeniu oddziatywania wzmocnienia gltowic na no§nosc¢
i nie wykazala by sposob ich wykonania lub ewentualnie dozbrojenia wplywal na wynik
no$no$ci badanego elementu. Probki ulegaly zniszczeniu w réznych miejscach na srodko-
wym odcinku. Najlepsze efekty (nosnosci elementéw) dato proste zakonczenie bez zadnych
wzmocnien.

— Grupa 2. obejmowala serie zro6znicowane ze wzgledu na szybkos$¢ przyklada-
nia obcigzenia oraz ewentualnie cykliczno$¢ obcigzania probek. Obciazanie przyktadano
w cyklach trwajacych 15 minut lub 4 godziny. Nie zauwazono duzej réznicy niezaleznie

od tego, ktora serie analizowano.
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— Grupy 3. i 4. stuzyty sprawdzeniu efektow pozostawania pod obcigzeniem przez
dhugi czas, w zaleznosci od poziomu przyktadanego obciazenia. Trzecia grupa obcigzana
byta do poziomu planowego obciazenia uzytkowego, zas czwarta blisko no$nosci granicznej.
Wiekszos¢ probek zbadano po roku, na cze$ci mierzono odksztalcenia przez okres 3,5 roku.
Zauwazono wystepowanie skurczu i pelzania betonu, najwieksze przyrosty odksztalcen
nastepowaly w pierwszych miesigcach, a po okoto roku byty juz prawie state. Zauwazono
wplyw wysokiej wilgotno$ci na zmniejszenie odksztatcen reologicznych, a takze wplyw
zbrojenia podtuznego, ktore przejmuje czesé obciazen z kurczacego sie betonu. Ponadto
zauwazono wzrost nosnosci betonu wraz z wiekiem. Probki przechowywane w warunkach
suchych mialy po roku érednio o kilkanascie procent wyzsza wytrzymatosé i 3 % wyzsza
sztywno$¢ niz blizniacze zbadane bezposrednio po osiggnieciu zaktadanej nosnosci, a w wa-
runkach wilgotnych prawie o 30 % wyzsza nosnosé i o ponad 30 % wieksza sztywnosé.

— Grupa 5. obejmowala serie réznych wielkosci, ktore mialy pomoc w ustaleniu czy
istnieje efekt skali w przypadku zagadnienia stupéw uzwojonych. Podczas testow stwier-
dzono obserwowane przy innych seriach zaleznosci efektywnosci skrepowania od stopnia
zbrojenia poprzecznego i wytrzymalosci betonu, ale nie zmienialy sie one wraz ze zmiang
wielko$ci probek. Badacze postuluja brak efektu skali w przypadku omawianego zjawiska.

— Grupa 6. obejmowata, podobnie jak poprzednia, probki o réznej $rednicy, ale
postuzyta badaniu wplyw otuliny na nosnosé¢ stupéw uzwojonych. Do kazdej z wczesniej
wykonanych probek przygotowano analogiczna, z pogrubiong o 2” otuling rdzenia. Za-
uwazono, ze dodatkowy materiat nie wptynat na no$nos¢ stupéw o wiekszych rozmiarach
(207 1 28”), ale dal wzrost nosnosci probek najmniejszych. W dalszej analizie wykazano, ze
dodatkowy przekrdj otuliny pozwalal na przeniesienie wiekszej sity osiowej niz sita przeno-
szona przez sam rdzen lacznie z oddzialywajacym na niego uzwojeniem. Nalezy przy tym
doda¢, ze otulina w tych przypadkach stanowila ponad 30 % powierzchni calego przekroju
(co przekroczyto zysk spowodowany skrepowaniem rdzenia). Mowiac inaczej zniszczenie
nastapito bezposrednio po spallingu, tam gdzie procentowy udzial otuliny w powierzchni
przekroju byt wiekszy od efektywnosci skrepowania rdzenia uzwojeniem.

— Grupa 7. byla wykorzystana do zbadania wptywu parametrow stali zbrojenia
poprzecznego na nos$no$¢ probek. Autorzy badania wykazali silng korelacje miedzy nosno-
Scig a stopniem zbrojenia poprzecznego oraz gatunkiem stali zastosowanej do zbrojenia.

— Grupa 8. zostala wykorzystana do sprawdzenia, czy sposob przekazania ob-
cigzenia na probki wptywa na no$nosé badanych elementéw. Obcigzenie przekazywane
bylo wylgcznie na wystajace na wysokos¢ 1/4” korice pretow zbrojenia podtuznego. Nie
stwierdzono zadnych istotnych r6znic w zachowaniu probek w stosunku do innych, zasto-
sowanych w innych seriach pomiarowych.

— Grupa 31. — jej odmienne oznaczenie wynikalo z zaliczenia do opracowania
odrebnych badan wykonanych w 1931 r. — badacze sprawdzali wowczas wpltyw zbroje-

nia podtuznego o duzych nosnosciach na wytrzymalto$é¢ stupéow uzwojonych. W rezultacie
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stwierdzono, ze zbrojenie podtuzne moze efektywnie pracowa¢ w przekroju uzwojonym, ale
jednoczesnie zauwazono wyzsza od przewidywanych site w zbrojeniu w probkach wykona-
nych ze stabszych betonow i jednoczesnie pewien niedobér no$nosci zbrojenia podtuznego
w probkach wykonanych z mocniejszego betonu. Badacze nie potrafili wskazaé przyczyny
tego zjawiska, ani ustali¢ na podstawie liczby zbadanych probek, czy ma on charakter

ogo6lny.

Kurytto

KURYELO (1952, 1954) |55, 56| — badania prowadzone we Lwowie w latach
40-tych i 50-tych pod kierownictwem Adama Kurylly (jednego z prekursorow zelbetnictwa
w latach 20-tych i 30-tych w Polsce [131]) mialy na celu sprawdzenie wptywu ksztattu
rdzenia, stopnia zbrojenia i wytrzymatosci betonu na no$no$é¢ stupéw uzwojonych. W tym
celu wykonano i zbadano 112 probek o boku lub $rednicy rdzenia 20 cm i wysokosci 60 cm.
Probki mialy ksztalt kwadratowy z kwadratowym rdzeniem lub o$miokatny z kotowym,
wykonano je z betonéw o wytrzymatoéci na $ciskanie 11 MPa i 20 MPa.

Zaobserwowano istotny wplyw ksztaltu na efektywnos$é¢ skrepowania — przekroje
kwadratowe charakteryzowaty sie zdecydowanie gorszymi wynikami przyrostu no$nosci niz
analogiczne probki o rdzeniu okraglym. Zauwazono silng relacje miedzy stopniem zbroje-
nia poprzecznego a no$noscig badanego stupa. Niemniej odnotowano, ze wyzsze przyrosty
no$no$ci obserwowano w przypadku probek ze stabszego betonu niz dla betonu mocniej-
szego (roznica przyrostu no$nosci wynosita kilkadziesiat procent). Ponadto poczyniono
obserwacje, ze przy odpowiednio wysokim stopniu zbrojenia poprzecznego (powyzej 3 %)
wytrzymalosé betonu przestawata mieé¢ jakikolwiek wplyw na nosnosé probek. W tych
przypadkach przy identycznym zbrojeniu poprzecznym uzyskiwano porownywalne wyniki
dla obydwu betonéw. W kwestiach zwigzanych z odksztatcalnoscia autor opisuje, ze probki
wykonywane ze stabszego betonu ulegaly znacznym odksztalceniom plastycznym przed
catkowita utrata nosnosci, zas wykonane z betonu mocniejszego ulegaly gwaltownemu

zniszczeniu.

Sheikh i inni

SHEIKH I UZUMERI (1980) [111] — badania prowadzone w Toronto obejmowaty 24
probki o kwadratowym przekroju poprzecznym i boku o dtugosci 267 mm (10,5”), dtugosci
czynnej 1219 mm (48”) 7 poszerzanymi gtowicami o dtugosci 368 mm (14,5”) i szerokosci
508 mm (20”), ktore nie byly uzwojone, ale pozwalaly przekaza¢ rownomiernie obciazenie
przez glowice maszyny wytrzymalosciowej. Probki byty podzielone na 4 serie o odmiennym
ukladzie zbrojenia poprzecznego. Wewnatrz kazdej serii elementy roznity sie stopniem
zbrojenia poprzecznego (pr = 0,76 % — 2,40 %), przekrojem zbrojenia podtuznego (A5 =
2,48 — 5,28 cali kwadratowych) i gatunkami zastosowanej stali. Wytrzymalosé betonu we
wszystkich probkach wahata sie od 31,30 MPa do 40,89 MPa.
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Rysunek 2.3: Przekroje badane w pracy [111].

Probki poddano testom wytrzymaltoSciowym na osiowe $ciskanie. Na podstawie
uzyskanych wynikow stwierdzono:

1. mozliwe jest efektywne skrepowanie betonu przy uzyciu strzemion. W testach
udalo sie zanotowa¢ nawet 70 % wzrostu no$nosci w poréwnaniu z analogicznym przekro-
jem bez uzwojenia;

2. obszar efektywnie skrepowany w przypadku strzemion wielocietych jest mniej-
szy niz caly obszar rdzenia, gdyz pewne obszary sa krepowane tylko przez cze$¢ zbrojenia
poprzecznego;

3. przekroj zbrojenia podtuznego w bardzo niewielkim stopniu, albo wcale, wpty-
wal na uzyskanie efektu skrepowania. Zdecydowanie istotniejszy okazal sie rozstaw pretow
podtuznych, ktory pozwalal uzyska¢ zwarta klatke zbrojenia;

4. stopien zbrojenia poprzecznego ma decydujacy wplyw na skale efektu skrepo-
wania betonu i uzyskana nosnos¢;

5. zastosowanie stali o podwyzszonej wytrzymatosci i zredukowanej potce pla-
stycznej przyniosto mniejszy od oczekiwanych wzrost no$nosci rdzenia betonowego.

SHEIKH I TOKLUCU (1993) [110] — autorzy przeprowadzili badania eksperymen-
talne tacznie 27 probek betonowych o $rednicach (kazda grupa po 9 sztuk) 356 mm (147),
254mm (10”), 203 mm (8”), za§ wysokos¢ kazdej byla czterokrotnoscia $rednicy. Probki
byty zbrojone osiowo oraz spiralnym uzwojeniem, o zmiennej ilosci oraz rozstawie. Stopien
zbrojenia poprzecznego pr stosowano w przedziale od 0,58 % do 2,3 %. Beton we wszyst-
kich probkach projektowany byl na wytrzymalos¢ 35 MPa. Elementy poddano osiowemu
Sciskaniu.

Celem badania byla ocena wplywu stopnia zbrojenia poprzecznego (ilosci uzwoje-
nia) oraz jego ulozenia na efektywnosé¢ skrepowania rdzenia betonowego. Zaobserwowano,
ze stosowanie uzwojenia zauwazalnie podnosi wytrzymatosé¢ i plastycznos¢ betonu ograni-
czonego rdzeniem przekroju. Zauwazono, ze przy stalym stopniu zbrojenia poprzecznego
zmiana rozstawu zwojow w pewnym zakresie (wysokos¢ skoku s < 0,5D., gdzie D. to
$rednica rdzenia) nie wpltywa na no$nosé stupa, lecz co najwyzej dla wyzszych wartosci
pr zmniejszenie skoku poprawia plastyczne zachowanie stupa w fazie zniszczenia. Dla
nizszych stopni zbrojenia znaczny spadek sity osiowej nastepowal przy odksztalceniach
okoto & = 20 — 30 %o, za$ przy wiekszej ilo$ci uzwojenia zwykle e = 40 — 50 %o, przy czym
dla tej grupy zaczynal by¢ zauwazalny wplyw skoku uzwojenia. Ponadto stwierdzono, ze

wzrost sity osiowej w betonie odpowiada 2,1 do 4-krotnej wartosci naprezen poprzecznych
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wywolanych skrepowaniem, za$§ koncowy wzrost sily osiowej w poréwnaniu z elemen-
tem nieskrepowanym wyniost od 21 % do 70 % zaleznie od zastosowanej ilosci zbrojenia
poprzecznego. Dodatkowo stwierdzono, ze liczba pretow podtuznych tworzacych klatke
zbrojenia nie wptywala na efektywnosé skrepowania.

SHEIKH 1 KHOURY (1993) [112] — prace te prowadzono réownolegle z opisanymi
w [110]. W ramach tych badan uzwojone stupy obciazono do poziomu obciazen uzyt-
kowych, a nastepnie poddawano dzialaniu zmiennego obciagzenia poziomego, ktore sy-
mulowalo efekty trzesienia ziemi. W konsekwencji wypadkowa sita dziala na znacznym
i zmiennym mimosrodzie, ktory zwiekszal sie z kazdym cyklem, a probki po okoto 8-13
cyklach zmiany zwrotu obciazenia ulegaly zniszczeniu na skutek zginania.

Najwazniejsze wnioski z tego badania to fakt, ze zbrojenie poprzeczne potrafi
znacznie wplyna¢ na zwiekszenie ilosci energii odksztalcenia absorbowanej przez stup.
Wedltug autoréw w probkach z poprawnie wykonstruowanymi strzemionami i stopniem
zbrojenia pozwalajacym na uwzglednienie efektu skrepowania, zbrojenie poprzeczne odpo-
wiada za okolo 60 % energii pochtanianej i rozpraszanej przez element. Dodatkowo zwro-
cono uwage, ze zwiekszenie sily osiowej znacznie zmniejsza wlasnosci plastyczne shupa.
W badanym przypadku zwiekszenie obcigzenia z poziomu 60 % no$nosci projektowanej

bez uwzglednienia skrepowania do poziomu 77 % zredukowalo odksztalcalnosé o 45 %.

Saatcioglu i Razvi

SAATCIOGLU I RAzVI (1989-99) (94, 103, 92, 95, 93] — cykl badan prowadzonych
w Ottawie przez Saatcioglu i Razviego dotyczyl wptywu zbrojenia poprzecznego o ré6znym
uksztattowaniu na no$nosé i odksztatcalnosé stupow krepych poddawanych osiowemu $ci-
skaniu. W okresie 10 lat badano wptyw roznych ksztaltow uzwojenia, stopnia zbrojenia
poprzecznego, wpltyw skoku uzwojenia, zbrojenia podtuznego itp. Badaniom poddawano
probki z betondéw zwyktych oraz betondéw wysokich wytrzymatosci. Efektem prac byto mie-
dzy innymi opracowanie i udoskonalenie modeli zachowania betonu skrepowanego, ktore
opisywaly relacje naprezenie-odksztalcenie na bazie wynikow do$wiadczalnych. Autorzy
tacznie opublikowali kilkadziesigt prac zwiazanych z tym tematem, skupiajac sie pdzniej
na zagadnieniach sejsmicznych, gdzie tego typu rozwiazania konstrukcyjne znajduja za-

stosowanie.

Nowakowski, Godycki—Cwirko

NOWAKOWSKI (1983) |75] — rozprawa doktorska A. B. Nowakowskiego wykonana
pod opieka T. Godyckiego-Cwirko obejmowata przeprowadzone w Lodzi badania uzwo-
jonych stupow zelbetowych §Sciskanych osiowo oraz mimos$rodowo, a dodatkowo analize
wplywu smuktosci na no§nosé. Wykonano i zniszczono w trakcie eksperymentow 45 probek
shupow okragtych: ze zbrojeniem poprzecznym podzielonych na 3 partie po 15 elementow

zgrupowane w 5 seriach oraz 45 probek kontrolnych bez uzwojenia podzielonych na 2 par-
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tie (30 oraz 15 sztuk). Stupy zbrojone mialy $rednice rdzenia przekroju réwna 150 mm,
za$ niezbrojone $rednice catkowita rowna 150 mm, dtugo$é¢ probek wynosita zaleznie od
serii 600 mm lub 900 mm. W odpowiednich partiach zastosowano podparcie utwierdzone
lub przegubowe na obydwu konicach preta. Wszystkie probki miaty takie samo zbrojenie
podtuzne wykonane z pretow ¢10 ze stali gladkiej, stopieni zbrojenia p = 3,2 %, zbrojenie
poprzeczne wykonane byto z takiej samej stali z pretow ¢4,5 lub ¢6 o skoku spirali 2,5 cm,
stopien zbrojenia poprzecznego odpowiednio pr = 1,70 % lub pt = 3,02 %. Wykorzystano
betony zwykle o wytrzymaloéci na Sciskanie od 23,68 MPa do 32,58 MPa projektowane
na 25 MPa oraz stal gatunku St0. Ponadto autor wysnute na podstawie wlasnych badan
wnioski odniést do wynikéw badan prawie 400 stupéw uzwojonych, analizowanych przez
innych badaczy, probujac dowies¢ uniwersalnosci postawionych tez.

Wirod glownych wnioskow i obserwacji autor podaje propozycje korekty wzoréw
zamieszczonych w normie [87]. Uwagi dotycza sposobu okreslania nosnosci stupow uzwo-
jonych obcigzonych mimosrodowo oraz uwzglednienia redukcji no$nosci przy smuktosci
stupow A > 20. Nowakowski zauwaza, ze efekty skrepowania mozna obserwowaé w przy-
padku stupéw okraglych, ktore byty przedmiotem badan, przy mimosrodach nizszych niz
promieni rdzenia przekroju (e < 0,125d), co odpowiada wczesniejszym pracom teoretycz-
nym Olszaka z lat 50-tych i poczatku 60-tych [77, 78|, oraz autorow badan wykonanych
w Monachium w polowie lat 70-tych [102, 72|. Dodatkowo zwraca uwage, ze pozytywne
oddzialywanie uzwojenia na no$nos¢ elementu zanika stopniowo po przekroczeniu smukto-
Sci A = 20, az do catkowitego braku wplywu przy smuktosci A = 50. Kolejnym istotnym
spostrzezeniem jest zalecenie stosowania w stupach uzwojonych stali niskoweglowych o sto-
sunkowo niskiej granicy plastycznosci. Dzieki temu mozliwe jest wykorzystanie uzwojenia
przy nizszych odksztalceniach podtuznych i poprzecznych niz w przypadku stali wysoko-
weglowych.

Praca rozpoczeta cykl badan nad stupami uzwojonymi prowadzonymi przez ze-

spoly w Lodzi, a nastepnie w Gdansku, zwiazane poczatkowo z prof. Godyckim-Cwirko.

Godycki-Cwirko, Korzeniowski, Nagrodzka—Godycka

KORZENIOWSKI (2000) — badania prowadzone w Gdansku w potowie lat 90-tych
przez wymienionych autoréw zaprezentowane zostaly w kilku publikacjach, w tym pod-
sumowane w monografii Korzeniowskiego [54]. Obejmowaly one eksperymentalne badanie
w trzech etapach lacznie 62 stupow okragtych o srednicy 205 mm i wysokosciach 600 mm
lub 1500 mm. Probki réznity sie zastosowanym betonem, stopniem zbrojenia podtuznego
oraz poprzecznego (zwiazanym z roznym skokiem uzwojenia), a takze mimosrodem dzia-
tajacej silty od 0 do 60 mm. Z uwagi na r6znice w geometrii badane probki miaty smuktosci
A = 14,1 — dlugosci 600 mm, A\ = 31,6 — dtugosci 1500 mm.

Poczyniono wiele istotnych obserwacji, poczynajac od tego, ze wraz ze wzro-

stem ilo$ci uzwojenia zauwazalnie rosnie no$nos¢ stupow sciskanych osiowo. Jednakze przy
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wzro$cie mimosrodu sity efekt ten maleje, a przy najwiekszych mimosgrodach, gdy wypad-
kowa sita znajduje sie poza rdzeniem przekroju przestaje by¢ catkowicie widoczny, nieza-
leznie od smuklosci stupa. Dodatkowo zauwazono, ze na efektywno$é uzwojenia wplywa
stopien zbrojenia podtuznego. Wieksza ilo$¢ zbrojenia podtuznego skutkowata obserwo-
waniem nizszych naprezen w uzwojeniu w chwili zniszczenia, co nie pozwalato w pelni
wykorzysta¢ zbrojenia poprzecznego. Poza tym poziom naprezen w uzwojeniu podczas
zniszczenia byt zawsze kilkukrotnie nizszy od granicy plastycznosci. W przypadku wyko-
nania stupow z betonu wysokiej wytrzymatosci wartosci te byty okoto 2,5 raza nizsze niz
przy betonach zwyktych, co $wiadczy o niskiej skutecznosci skrepowania rdzenia w takim

wypadku.

Yin, Wang i inni

Na wstepie autor dysertacji zaznacza, ze zaprezentowane w tym punkcie wyniki
badan dla stupow kwadratowych o nietypowym zbrojeniu poprzecznym staly sie bez-
posrednia inspiracja do podjecia badan zwigzanych z betonem skrepowanym i stupami
uzwojonymi. Efektem tego zainteresowania stalo sie opracowanie modelu stanowiacego
proste narzedzie do badania efektu skrepowania w uktadach o dowolnym ksztalcie prze-
kroju i uktadzie zbrojenia poprzecznego.

YIN, WANG T INNI (2011, 2012) [128, 127| — obydwie przywotane publikacje
dotycza w znacznej cze$ci tego samego materiatu badawczego. Prace te daja materiat
porownawczy, dostarczajac wyniki badan do$wiadczalnych w postaci wykresow zaleznosci
srednich naprezen normalnych w rdzeniu przekroju jako funkcji odksztatcenia, w zakresie
az do ich catkowitego zniszczenia. W pracach tych temat jest potraktowany szeroko, gdyz
tacznie przebadano przekroje o dziesieciu uktadach zbrojenia poprzecznego, a w czterech
przeprowadzono krotkie serie przy roznych konfiguracjach materiatlowych oraz réznych
stopniach zbrojenia. Autorzy dla zastosowanych materialéw podaja po jednym parame-
trze: dla stali granice plastycznodci, dla betonu wytrzymatos¢ na jednoosiowe Sciskanie.
Badaniu poddane byty probki o wymiarach 600 mm x 600 mm x 1200 mm, ktore z uwagi
na gabaryt byly niewrazliwe na utrate statecznosci, a ich zniszczenie spowodowane byto
wyczerpaniem nosnosci przekroju.

Podstawowe dane o probkach drugiej fazy testow zostaly przedstawione w pracy
[128|. Z artykulu wynika, ze do wykonania uzwojenia wykorzystano prety oznaczone nu-
merami od 3 do 5, ktére maja nastepujace przekroje: nr3 A; = 0,713 cm? co odpowiada
pretom 3/8”, nr4 A; = 1,222 cm? prety 4/8”, za$ nrH A, = 1,986 cm? to prety o $rednicy
5/8”. W zaleznosci od probki zastosowano dwa gatunki stali o granicach plastycznosci
fye = 2747 M Pa ~ 40000 psi oraz fyx = 412,0 MPa ~ 60000 psi. Elementy wykonane
byty z betonéw o réznych wytrzymatosciach: zbrojone stala weglowa z betonu o wytrzy-
malosci f! = 34,4 MPa =~ 5000 psi, za$ zbrojone stala o podwyzszonej wytrzymalosci

z betonu f! = 68,7 MPa ~ 10000 psi. Stosowany stopieii zbrojenia poprzecznego wynosil
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od pr = 1,26 % do pr = 4,74 %. Celem pracy bylo wskazanie najwydajniejszego sposobu
ksztattowania zbrojenia poprzecznego.

W rezultacie wykazano, ze zastosowanie spiralnych zwojow do zbrojenia stupow
o przekroju kwadratowym pozwala uzyskaé lepsze efekty skrepowania rdzenia betonowego
niz najczesciej stosowane uktady w postaci strzemion wielocietych.

YIN, WANG I INNI (2013) [125] — praca ta stanowi kontynuacje¢ i rozwiniecie
wczedniejszych badan i opisuje zachowanie elementéw prostokatnych i owalnych. Zba-
dano 4 warianty na probkach o wymiarach 600 mm x 870 mm x 1800 mm zaopatrzonych
dodatkowo w powiekszone glowice. Wykonano badania pod obciazeniem cyklicznym z mi-
mos$rodem zmiennym w dwodch kierunkach, co miato symulowaé¢ zachowanie konstrukcji
w warunkach trzesienia ziemi. Punkt odniesienia stanowit przekr6j prostokatny zbrojony
strzemionami. Ponadto zbadano przekroj prostokatny zbrojony szescioma spiralami oraz
owalny ze strzemionami i owalny z dwoma spiralami. Zastosowano materialy jak w po-
przednim opracowaniu.

W rezultacie przeprowadzonego badania wykazano wyzsza skuteczno$¢ zbrojenia
poprzecznego wykonanego ze zwojow okraglych, nawet gdy nie obejmuja rownomiernie ca-
tego przekroju, nad rozwigzaniami w postaci strzemion wielocietych utozonych réwnolegle
do bokow przekroju. Probki te wykazaly lepsze rozproszenie energii odksztalcenia, zacho-
wujac wysoka no$noé¢ i odksztalcalnosé plastyczna po przekroczeniu wartosci granicznej

obcigzenia.

2.4. Symulacje numeryczne

Havlasek, Jirasek, Bittnar

HAVLASEK, JIRASEK, BITTNAR (2019) — przedstawiona w maju 2019 r. praca
[44] czeskich naukowcow prezentuje model numeryczny dla przypadku $ciskania krotkiego
stupa betonowego, ze zbrojeniem poprzecznym w postaci 5-ciu prefabrykowanych zwo-
jow. Jak przyznaja sami autorzy przypadek inspirowany jest miedzy innymi pracami
[128, 127], ktore prezentowaly taki sposob ksztaltowania zbrojenia i wykazaty jego zalety.
Wykorzystano trojwymiarowy model, gdzie obszar rdzenia dyskretyzowano elementami
szeSciennymi, a prety zbrojenia elementami kratownicowymi. Model probki o wymia-
rach 600 mm x 600 mm x 1200 mm sktadal si¢ z 16000 elementéw objeto$ciowych i okoto
5000 elementow pretowych. Polaczenia miedzy poszczegolnymi elementami (w tym miedzy
zbrojeniem a rdzeniem) byly sztywne.

Model materiatowy betonu opieratl sie na pracy Grassla i innych [42], gdzie przed-
stawiono propozycje materiatu sprezysto—plastycznego zwanego przez autoréw Concrete
Damage Plasticity Model 2 (CDPM2), z niestowarzyszonym prawem plyniecia, ze wzmoc-

nieniem /ostabieniem plastycznym. Funkcja plastycznosci stanowi kolejny krok w udosko-
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naleniu propozycji Willama i Warnkego [124]. Autorami wczesniejszych propozycji sa

miedzy innymi Menétrey [67] 1 Bazant [49]. Funkcja plastycznosci ma nastepujaca postac:

Foppvz = {[1 = am (p)] (\/_fc ) \/7fc}

T mo () qualy) [\f%fr@osm%] Rk daliy).  (240)

c
Zmienne bezwymiarowe gy 1 gn2 zalezg od parametru wzmocnienia plastycznego xp, z kolei
parametr tarcia mg uzalezniony jest od wytrzymatosci na $ciskanie i rozcigganie materiatu
oraz parametru mimosrodowosci obciazenia. Promien r(cos ) okreslony jest podobnie jak
w warunku Willama i Warnkego, ale z uwzglednieniem wplywu parametru mimosrodo-
woSci.

State materiatowe, ktore nie byty zbadane przez autoréw badan do$wiadczalnych
[128, 127], zostaly przyjete wedlug relacji zaproponowanych przez ModelCode2010 [51].
Do modelowania stali zbrojeniowej wykorzystano model sprezysto—plastyczny ze wzmoc-
nieniem i kryterium plastyczno$ci Hubera. W efekcie prowadzonych symulacji udalo sie
uzyska¢ zblizong postaé relacji naprezenie—odksztalcenie, a ponadto przestrzenne mapy
naprezen obrazujace wykorzystanie przekroju. Za najlepsze oszacowanie no$nosci autorzy

uwazaja procedure Mandera [64].

Arslan 1 inni

W artykule z 2013 roku [6] naukowcy ze Stambutu zaprezentowali trojwymiarowy
model obliczeniowy wykonany w programie ANSYS 11.0. Obszar betonowy zostal opisany
przez continuum sprezysto-plastyczne z funkcja plastycznosci Druckera-Pragera w kla-
sycznym ujeciu (ze stowarzyszonym prawem plyniecia, bez wzmocnienia, bez plastycz-
nego zniszczenia), powolujac sie przy tym na [68|, gdzie z sukcesem zastosowano podobne
podejscie. Przy kalibracji modelu autorzy duzo uwagi poswiecili wtasciwemu okresleniu
kohezji betonu analizujac rozne podejscia (m.in. [19, 5, 100]). Ostatecznie przedstawiono
model okreslajacy spojnosé jako ¢ = 0,46 (%)137 <Nﬂ0> 1948 zalezng od proporcji wy-
miaréw elementu, wspotczynnika osiowosci obcigzenia i wytrzymatosci betonu. Kat tarcia
wewnetrznego przyjmowali za innymi pracami w granicach ¢ = 30° — 37°. Poréwnu-
jac rezultaty wtasnych symulacji z wynikami do$wiadczalnymi zwracaja uwage, ze tak
skonstruowany model pozwala uzyskac¢ korelacje od 0,83 do 1,28 w przypadku populacji,

ktorych parametry materialowe i geometryczne maja szeroki zakres.
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Moghaddam, Samadi, Pilakoutas

Autorzy artykutu [69] z 2010 roku prezentuja model MES oraz uproszczone for-
muly bazujac glownie na wlasnym materiale doswiadczalnym (z badan prowadzonych
w Teheranie) zaprezentowanym w pracy [70]. Wprowadzenie modelu poprzedzone jest
szerokim przegladem innych wczesniej opublikowanych prac (poczawszy od Richarta [97])
gtownie opublikowanych w Ameryce Polnocnej, ale takze w Japonii i Europie Poludniowe;.

Proponowany jest tréjwymiarowy model wykonany w programie ABAQUS, z za-
stosowaniem fizycznie nieliniowego materiatu, ktory bazuje na opisie Lublinera [62|. Wyko-
rzystano funkcje plastyczno$ci z niestowarzyszonym prawem ptyniecia i ze wzmocnieniem
(wzglednie oslabieniem), ktore tu pozwala opisa¢ spadek sztywnosci w koricowej fazie

pracy materialu. Funkcja plastycznosci zaproponowana zostala w postaci:

1 max max max| — Ymax

Spos6b wyznaczania statych omoéwiony jest w pracy |62], a takze w [133, 132]. Ponadto

przyjeto w modelu niestowarzyszone prawo plyniecia z funkcja potencjatu plastycznego:

G = \/(5 oRr tan 1&)2 + %> — p tan ), (2.42)

gdzie p i ¢ sa niezmiennikami stanu naprezenia (opisane w zalaczniku), or — wytrzyma-
loscia na jednoosiowe rozcigganie, v katem dylatancji, a £ jest parametrem skalujacym
tempo zblizania sie do asymptoty funkcji tangens, ktoérego wartosé autorzy przyjeli jako
staty £ = 0,1.

Zachowanie materiatlu przed osiggnieciem powierzchni plastycznosci jest idealnie
sprezyste, zas po jej przekroczeniu na wartosci naprezen wptywaja dodatkowo dwa pa-
rametry d; i d., ktore opisuja wptyw odksztalcen plastycznych, a przyjmuja wartosci od
0 (material, niewytezony wczesniej do poziomu powierzchni plastycznej) do 1 (material
w pelni zniszczony, z zerowa sztywnoscia).

Wykorzystano elementy objetosciowe do modelowania rdzenia betonowego, za$
ptaszcz — majacy reprezentowaé skrepowanie matami FRP — aproksymowano elementami
powlokowymi. W pracy [69] skupiono sie na opisie zjawiska skrepowania betonu, propo-
nujac dodatkowo formute projektowa do obliczania wytrzymatosci rdzenia i granicznych
odksztaltcen, lecz nie znajdujemy w niej bardziej szczegdlowego opisu zastosowanych ele-

mentow skonczonych.

Yu i inni
Chinscy badacze z Hongkongu podejmuja temat modelowania betonu skrepowa-

nego w pracy z 2010 roku [130] gltéwnie z powodu mozliwosci jakie daje nowy material —

maty z wiokna FRP. Sw6j model przygotowali w srodowisku programu ABAQUS. W stu-
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dium przypadku zaprezentowano przyktady w ptaskim stanie odksztalcenia oraz zadanie
osiowosymetryczne.

Model materialowy betonu bazuje na kryterium plastycznosci Lublinera [62], ale
w postaci zmodyfikowanej jak w [57]. Ogolna posta¢ funkcji plastycznosci pozostaje taka
sama jak w rownaniu (2.41). Zastosowano tu niestowarzyszone prawo plyniecia z funk-
cja potencjaltu plastycznego okreslona tak jak we wcze$niejszej pracy tych samych autorow
[129], a bazujaca na zmodyfikowanej postaci kryterium Druckera—Pragera (wlasciwie to

zmiana ta wprowadza do wytezenia sktadniki znane z hipotezy Mohra):

G = \/(9 or tant)® + 3J2 — %tanw, (2.43)

gdzie 3 to parametr skosnosci, ¥ — kat dylatancji, a ot — wytrzymalo$é na rozciaganie. Gdy
wartos$¢ parametru s zbliza sie do zera wowczas $lad funkeji G na plaszczyznie zawierajacej
0§ hydrostatyczna (prostopadlej do plaszczyzny dewiatorowej) zbliza sie do linii prostej,
w przeciwnym przypadku §lad ten ma ksztalt hiperboliczny z asymptota zdeterminowana
przez kat ¢. Model materialowy betonu zawiera funkcje wzmocnienia plastycznego wedtug
propozycji [52]| zapozyczona z modelu CDPM dostepnego w programie ABAQUS, za$

parametr zniszczenia zostal zdefiniowany jako:

0111
d=1—-—, 2.44
ch ( )

przy czym dla $ciskania przyjeto dodatnie wartosci naprezenia gtéwnego, a f.o jest wy-
trzymaloscig betonu na Sciskanie.

We wezesniejszej pracy [129]| autorzy proponowali wykorzystaé funkcje plastycz-
nosci bedaca modyfikacja warunku Druckera—Pragera o element zalezny od trzeciego nie-
zmiennika dewiatora stanu naprezenia J3, ktory réznicuje promieni Sladu powierzchni pla-
stycznej na plaszczyznie dewiatorowej (modyfikacja sugerowana wczesniej przez Chena
[19]), uzyskujac zadowalajace efekty. Jednakze zwrocili uwage na rozbieznos¢é miedzy
symulacjami a testami do$wiadczalnymi w przypadku prob stosowania stowarzyszonego
prawa plyniecia. Wspdlna konkluzja obydwu artykutow [129, 130] wskazuje, ze stoso-
wanie modelu z funkcja plastycznosci w postaci funkcji Lublinera lub zmodyfikowanego
modelu Druckera—Pragera (obie o ksztalcie zblizonym takze do warunku postulowanego
przez Willama-Warnkego z 1974 r. [124]), wraz z niestowarzyszonym prawem plyniecia,
wzmocnieniem lub ostabieniem plastycznym i zniszczeniem plastycznym pozwala wiernie

odwzorowaé zachowanie betonu skrepowanego ptaszczem — w tym przypadku z wiokiem
FRP.
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Rousakis, Karabinis, Kiousis

Modelowanie betonu przedstawione w artykule z 2007 roku [101], ktore prezentuje
efekty prac prowadzonych na Uniwersytecie Trackim w Ksanti, nie odbiega zasadniczo od
podejs¢ opisanych w innych przytoczonych pracach. Dla betonu zastosowano model ma-
terialu sprezysto—plastycznego, ze wzmocnieniem i niestowarzyszonym prawem plyniecia.

Funkcje plastycznosci zaproponowano w postaci:

F=1\/J _ (2.45)

gdzie [ jest parametrem materialowym zwigzanym z wytrzymatos$cia na odksztatcenia
postaciowe, f parametrem zwigzanym z wytrzymatosciag na $ciskanie, za$ x jest funkcja
wzmocnienia/ostabienia. Posta¢ funkcji jest zblizona do zaproponowanej przez Willama
i Warnkego. Sposob budowania funkcji wzmocnienia i ustalania wprowadzonych statych
materiatowych autorzy opisali we wezesniejszej swojej pracy [53|. Funkcja potencjatu pla-

stycznego ma ksztalt nieskonczonego stozka (jak w przypadku funkeji Druckera—Pragera):

G = \/J2+%11, (2.46)

gdzie « jest parametrem zaleznym od kata dylatancji betonu.
W celu rozwiazania zagadnienia sprezysto-plastycznego proponuja zastosowanie

podejscia jawnego (ezplicit), w ktérym macierz sprezysto—plastyczna:

D 4G 9FT 1y
D =D — 9¢ b : (2.47)
_3FTD3_G_|_3_F 9GT oG
do o 0g do Oo

obliczana jest z wykorzystaniem funkcji potencjatu plastycznego i rozwigzania réwnania

zgodnosci:

OFT oF .
—dF= 24
oy do + 8€d€ 0, (2.48)

ktore zapewnia, ze naprezenia pozostaja plastycznie dopuszczalne. W tych roéwnaniach

dF =

g jest trajektorig odksztalcen plastycznych wyrazajaca funkcje ostabienia—wzmocnienia
plastycznego.

Interesujacy jest takze proponowany przez autoréw model dla stali zbrojenia po-
przecznego, ktory jest podwojnie liniowo—sprezysto—plastyczny tzn.: 1. liniowo—sprezysty
do granicy plastyczno$ci, 2. idealnie plastyczny do odksztalcen ey, 3. liniowo-sprezysty
do granicy wytrzymalosci og,, 4. idealnie plastyczny w calym dalszym zakresie pracy.
Dla uzwojenia z wtokien FRP weglowych i szklanych autorzy proponuja przyjmowa¢ mo-
del liniowo—sprezysty do granicy wytrzymalosci, a po jej przekroczeniu natychmiastowe

zniszczenie materialu.
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Tejchman i inni

MAJEWSKI, BOBINSKI, TEJCHMAN (2008) [63] — praca przedstawia model nu-
meryczny zaproponowany dla zagadnienia $ciskania mimosrodowego stupa zelbetowego.
Dla betonu przedstawiono znacznie bardziej ztozony model niz w wiekszosci pozostatych
cytowanych tu prac. Zastosowano hybrydowa funkcje plastycznosci: w obszarze $ciska-
nym kryterium Druckera—Pragera ze wzmocnieniem, a w obszarze rozcigganym kryte-
rium Rankine’a. Ponadto zatozono niestowarzyszone prawo plyniecia dla pierwszej czedci,
z funkcja potencjatu plastycznego bazujaca na funkcji Druckera—Pragera, gdzie kat tarcia
wewnetrznego ¢ zastapiono katem dylatancji ». W obszarze zniszczenia przez rozcigga-
nie przyjeto stowarzyszone prawo ptyniecia. Model wzbogacono o nielokalne podejscie do
zmiany sztywnosci, wprowadzajac parametr nielokalnego ostabienia zwigzany z zalozonym
wymiarem mikrostruktury.

Zbrojenie odwzorowano wykorzystujac sprezysto—plastyczny model Hubera ze
stowarzyszonym prawem plyniecia. Na styku elementéw betonowych i stalowych zato-
zono prawo przyczepnosci, ktore symuluje poslizg miedzy pretami a blokiem betonowym,
ograniczajac jednocze$nie maksymalne naprezenia styczne.

Analizy prowadzono w zadaniach 2-wymiarowych wykorzystujac siate trojkatna
oraz 3-wymiarowych wykorzystujac siatke szescienna. W pracy [63| badano stupy pod-
dawane mimosrodowemu $ciskaniu i uzyskano wyniki symulacji zbiezne z danymi do-
Swiadczalnymi, szczegodlnie dla modeli trojwymiarowych. Wyniki przeprowadzonych analiz
pozwolily autorom stwierdzi¢, ze najwiekszy wplyw na no$no$c¢ takich elementéw ma ich
smuklos$¢ oraz mimosrdd sity. Dodatkowo zwiekszanie rozmiaru mikrostruktury w pewnym
zakresie wplywato na podniesienie wartosci sity przenoszonej przez stup. Stosunkowo nie-
duzy okazal sie wpltyw wprowadzenia prawa przyczepnosci elementéw zbrojenia do rdzenia
betonowego w poréwnaniu z modelem o potaczeniach idealnie sztywnych.

MARZEC, TEJCHMAN, WINNICKI (2014) — w podobnym nurcie jak poprzednia
praca utrzymana jest [66], jak i wczesniejsza [65]. Zastosowano tu takze potaczone kry-
terium Druckera—Pragera i kryterium Rankine’a oraz niestowarzyszone prawo ptyniecia.
Model prezentuje nielokalne ujecie dla funkcji wzmocnienia. Ponadto, z uwagi na zastoso-
wanie do zagadnien dynamicznych, odksztalcenia plastyczne i wzmocnienie zdefiniowano
w sposoOb zalezny od czasu — model lepkoplastyczny — wprowadzajac dodatkowy parametr
czasu relaksacji

e — %De (o —&), (2.49)

gdzie 7 jest parametrem czasu relaksacji, a & jest rzutem tensora naprezen o na po-
wierzchnie plastycznosci.

Zdaniem autoroéw, co wykazano na przykladach obliczeniowych, rozwijany przez
nich model betonu zbrojonego pozwala wiernie odwzorowaé prace elementéw poddanych

obcigzeniom statycznym i dynamicznym; przewidywaé postacé zniszczenia, topologie zary-
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sowania, obcigzenia graniczne i towarzyszace im odksztalcenia, lecz nie jest wystarczajaco

doktadny by jednocze$nie modelowaé¢ procesy reologiczne w betonie.

2.5. Podsumowanie

Mozna zauwazy¢, ze zjawisko skrepowania betonu oraz opis zachowania betonu
w stanie trojosiowego $ciskania sg szeroko opisywane w literaturze, w wielu niezaleznych
od siebie zrodtach. Przeprowadzona kwerenda pozwolita autorowi na przyjecie zalozen
w dalszej czedci pracy, ze $wiadomoscia, ze wielu interesujacych prac nie przedstawit.

We wszystkich pracach, w ktérych badano wptyw mimosrodu obcigzenia na efek-
tywno$¢ uzwojenia, w tym prace teoretyczne wykazuja, ze najwyzsza skutecznosé skre-
powania rdzenia betonowego uzyskuje sie dla stupéw obcigzonych osiowo. Dodatkowo
do$wiadczenie zawodowe zwigzane z projektowaniem konstrukcji budowlanych wskazuje,
ze w wielu przypadkach (szczegolnie uktadach pltytowo-stupowych, z usztywnieniem tar-
czowym) z dos¢ dobrag dokladnoscia stupy betonowe doktadnie tak pracuja. Ponadto wérod
badan stupow uzwojonych, do ktorych dotart autor (opisanych wyzej lub bedacych czescia
badan zestawionych w punkcie 2.2) nie odnotowano przypadkow zniszczenia stupoéw na
glowicach. Warto zauwazy¢, ze nie ma wérod badaczy catkowitej zgodnosci co do efek-
tywno$ci skrepowania rdzenia betonowego, co moze wskazywac, ze poza wyodrebnionymi
czynnikami wplywajacymi na no$nosé¢ (jak np. stopien zbrojenia poprzecznego lub wytrzy-
malo$¢ betonu i stali) s tez takie, ktorych zwykle sie nie uwzglednia. Moga by¢ wsrod nich
takie, ktore wplyna bezposrednio na sztywnosé betonu (rodzaj kruszywa, sktad mieszanki
betonowej), czynniki wplywajace na wiazanie betonu, na przyczepno$é miedzy pretami
zbrojenia a betonem, sposob laczenia konstrukcyjnego zbrojenia podiuznego z uzwoje-
niem, by¢ moze takze inne nie wymienione. Od lat 90-tych zaczeto wyraznie rozrozniac
badania nad skrepowaniem stupow z betonoéw zwyklych (f. = 20 — 40 MPa) i z beto-
noéw wysokich wytrzymaltoséci. Przy czym te drugie jest zauwazalnie trudniej efektywnie
skrepowaé (problem ten porusza m.in. w swojej dysertacji z 1995 roku S. Razvi [92]).

Od poczatku wiekszos¢ badan prowadzona jest na probkach krepych, niepodat-
nych na utrate statecznosci, niemniej podejmowano proby okreslania nosnosci takze ele-
mentow smuktych. Mozna z nich wysnué¢ wspolny wniosek, ze po przekroczeniu smuktosci
granicznej, ponizej ktorej stup jest calkowicie niewrazliwy na utrate statecznosci, efek-
tywnos$¢ stosowania uzwojenia szybko maleje wraz ze wzrostem smuktosci.

Przed przyjmowaniem zbyt optymistycznych zatozen przestrzega praca Wasniew-
skiego [122] z 2010, gdzie eksperymentalnie dowiedziono, ze stosujac sie do zaleceri normy
projektowej [33] w pewnych sytuacjach moze doj$¢ do zniszczenia elementu przed uzyska-
niem oczekiwanej nosnosci. W stupach krepych wykonanych z betonu wysokiej wytrzyma-
tosci obserwowano sytuacje, gdzie zbrojenie poprzeczne w ogoble nie wplynelo na nosnosé

(podobnie zreszta jak w tajwanskich badaniach z 2011 [128]), albo wplyw ten obserwowano
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wylacznie we wzroscie odksztalcalnosci przed zniszczeniem (dotyczy stupow smuktlych).
Na przyktad ten powotuje sie Sokal [115] w opracowaniu opisujacym skrepowanie w ujeciu
polskich norm projektowych.

Modelowanie betonu uzwojonego wtasciwie wszyscy cytowani autorzy prowadza
z uwzglednieniem fizycznej nieliniowosci materiatéow. Dla stali zbrojeniowej najczesciej
stosowany jest sprezysto—plastyczny model z warunkiem plastycznosci Hubera—von Mi-
sesa—Hencky’ego. Duzo wieksza réznorodnos$é dotyczy betonu: poczawszy od modeli spre-
zysto—plastycznych z roznymi kryteriami plastycznosci, z roznymi funkcjami potencjatu
plastycznego, przez modele lepko—plastyczne ze wzmocnieniem /ostabieniem, ktore umoz-
liwiaja obserwowanie spadku no$nosci dla wiekszych odksztatcen. Dalej modele z hybry-
dowa funkcja plastycznosei (inna w strefie zniszczenia przez rozciaganie, inna przy znisz-
czeniu przez $ciskanie), modele z parametrem zniszczenia. Pewne zestawienia porzadku-
jace choc¢by mozliwe funkcje plastycznosci znajdujemy w ksiazkach szerzej obejmujacych
mechanike betonu [19, 41, 49, 83| czy tez w pracy Podgorskiego [86]. Wsrod prac wymie-
nionych w punkcie 2.2 pojawialy sie tez takie, ktore zwiazki fizyczne dla betonu prébowaty
opisa¢ funkcjami ustalonymi na podstawie badan eksperymentalnych nad wptywem uzwo-
jenia na nos$nos¢ stupa. W kwestii geometrii dominuje wykorzystanie modeli tréjwymia-
rowych. Zauwazalny jest tez trend do wykorzystania srodowisk obliczeniowych ABAQUS
lub ANSYS, ktore umozliwiaja przeprowadzenie zaawansowanych obliczein numerycznych
przy nizszym wysitku programistycznym niz w przypadku tworzenia autorskich progra-
mow MES.

Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze zjawisko skrepowania najefektywniej zacho-
dzi w krepych, osiowo Sciskanych stupach, o przekroju kotowym, z uzwojeniem z cienkich
lecz gesto utozonych zwojow, w stupach wykonanych raczej ze stabszych betonoéw i przy
zastosowaniu stali o nizszych granicach plastycznosci. Prognozowanie nosnosci najczesciej
dokonywane jest przy wykorzystaniu zaleznosci opracowywanych na podstawie doswiad-
czalnej weryfikacji. Modelowanie czysto numeryczne jest mniej popularne, ale gdy juz te

proby sa podejmowane zwykle wykorzystywane sa zaawansowane modele.



3. Sformulowanie zagadnienia

Rozdziat ten przedstawia zalozenia, na ktorych oparty jest model obliczeniowy
zelbetowych przekrojow uzwojonych wykorzystany w dalszej czesci rozprawy. W pierwszej
kolejnosci wymieniono i krotko uzasadniono przyjete uproszczenia. Nastepnie zdefiniowano
niewiadome w omawianym zadaniu, wykorzystujac rownania uogélnionego ptaskiego stanu
odksztalcenia i zapisano sposOb wprowadzania obcigzenia. Kolejny podpunkt, dotyczacy
zwigzkow konstytutywnych, wzbogacony jest o krotki przeglad klasycznych kryteriow pla-
stycznosci. Rozdzial zamyka sformutowanie warunkéw brzegowych i poczatkowych oraz
przedstawienie rOwnania pracy wirtualnej, ktore stanowi punkt wyjscia do rozwigzania

zagadnienia.

3.1. Przyjete zalozenia

Zasada de’Saint Venanta — zadanie plaskiego stanu odksztalcenia

Po przeanalizowaniu wynikéw badan i poczynionych przez ich autoréw obserwacji
nalezy wnioskowaé, ze widoczne efekty uzwojenia mozna uzyskiwaé¢ wytacznie w krepych,
Sciskanych osiowo elementach. Wowczas wszystkie przekroje lezace poza obszarem glowic
stupa znajduja sie w plaskim stanie odksztalcenia. Sam za$ obszar gtowic w przytacza-
nych przykladach badan doswiadczalnych (97, 111, 92| wykazuje wyzsza wytrzymalosé
niz odcinek srodkowy, co mozna tlumaczy¢ dodatkowym skrepowaniem przez elementy

przekazujace obciazenie, badZ dozbrojeniem tychze okolic.

Zasada rozmycia dyskretnego zbrojenia poprzecznego wzdluz wysokosci

stupa

W pierwszej pracy, w ktorej zaproponowano stosowanie stupéw uzwojonych [21]

i przedstawiono sposob okreélania ich nosnosci!, pojawia sie koncepcja rozmycia zbrojenia
poprzecznego, okreslana takze czasem koncepcja zastepczego pltaszcza stalowego [54]. Kwe-
stia rozstawu zwojow lub strzemion byla przedmiotem wielu badan, o czym wspomniano
! Praca Considére z 1903 r. dawala bardzo optymistyczne wyniki zakladajac miedzy innymi, ze —
niezaleznie od ilosci zastosowanego zbrojenia poprzecznego — beton w stanie tréjosiowego $ciskania ma
0 50 % wyzsza wytrzymaloéé, a efektywnosé zbrojenia poprzecznego jest 2.4 raza wyzsza niz podtuznego.
Poglady te zostaly pézniej zweryfikowane przez wielu badaczy. Pod wzgledem doktadnosci oceny nosnosci

nalezy ocenié¢ ja krytycznie, ale przyjete woéwczas zalozenia i sktadowe nosnosci przekroju w znacznej czesci
znajduja potwierdzenie.
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w poprzednim rozdziale. Temat ten po analizie dostepnej literatury mozna podsumowac
stwierdzeniem, ze przy odpowiednio gestym ulozeniu strzemion (zwojow) zasada ta do-
brze opisuje rzeczywiste zachowanie stupa. Badania podaja réznigce si¢ granice takiego
rozstawu (np. Sheikh [110] podaje s. < 0,5D0), @ na warto$¢ te wpltywa wiele czyn-
nikow, takich jak wlasciwosci uzytych materialéw, srednica pretow, wymiary przekroju.
W miare wzrostu rozstawu obszar rdzenia efektywnie skrepowanego maleje, co znajduje
odzwierciedlenie w r6znych procedurach obliczeniowych opracowywanych na podstawie
wynikéw badan doswiadczalnych.

W niniejszej pracy zdecydowano sie zastosowa¢ plaski model obliczeniowy, sto-
sujac zasade rozmycia zbrojenia poprzecznego. Umozliwia to stosunkowo precyzyjne wy-
znaczenie rozktadu pol naprezenia i odksztalcenia w przekroju skrepowanym, a zarazem
pozwala ograniczy¢ naktad obliczenn w poréwnaniu do przypadku zastosowania modelu
trojwymiarowego. Ponadto przyjecie (dobrze zweryfikowanej w tym zagadnieniu) zasady
de’Saint Venanta nieodzownie prowadzi do konkluzji, ze dziatanie naprezen poprzecznych
jest rownomierne na wysokosci stupa, wiec konsekwentnie przyjeto zatozenie, ze oblicze-
nia beda prowadzone dla przypadkow, ktore mozna uznaé za pozwalajace na rozmycie

zbrojenia.

Odrzucenie wplywu otuliny w analizie maksymalnej sily osiowej

Juz od poczatku regularnych badan nad nos$noscia stupow zelbetowych [97| za-
uwazono zjawisko odpryskiwania (w literaturze anglojezycznej spalling). Odpryskiwanie
otuliny zdarzalo si¢ wtasciwie we wszystkich opisywanych w rozdziale drugim ekspery-
mentach, wiec mozna zalozy¢, ze efekt taki jest powszechny w zagadnieniu $ciskania
elementow uzwojonych. Dochodzi do niego na skutek pojawiajacych sie w stupie, po-
miedzy podhuznymi wloknami materialu, naprezen rozciagajacych, ktore spowodowane
sa roznicg odksztalcen miedzy betonem skrepowanym klatka zbrojenia a znajdujacym sie
na zewnatrz niej. Dla zachodzenia zjawiska znaczenie ma takze krucha natura materiatu
— znacznie wyzsza wytrzymalosé na $ciskanie niz rozcigganie. Sciskany element betonowy
doznaje wydtuzen poprzecznych, w pewnym momencie pojawiaja sie rysy pionowe, a na-
stepnie znajdujace sie poza klatka zbrojenia wtokna traca statecznos¢ i oddzielaja sie od
rdzenia ostonietego pretami zbrojenia. Maksimum sily osiowej przeniesionej przez stup
zwykle przypada na faze po odspojeniu otuliny. Majac na uwadze zachowanie rzeczywi-
stych konstrukcji rozwazano w toku przygotowywania pracy dwa podejscia:

1. kontrola naprezen rozciggajacych w kontinuum betonowym na granicy rdzenia
i otuliny, a po przekroczeniu wytrzymaltosci na rozcigganie na tej krawedzi odlaczenie
czesci przekroju. Wykonano probne modele, w ktérych na etapie koncowej obrobki wyni-
kow odjeto site z elementéw znajdujacych sie w otulinie. Niemniej takie podejscie okazuje

sie malo wydajne, a dodatkowo dla przekrojow innych niz osiowosymetryczne (gdzie stan
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naprezenia na calym obwodzie jest staly) ustalenie wlasciwego momentu oddzielenia sie
otuliny stanowi dodatkowe zagadnienie wymagajace wnikliwej analizy.

2. pominiecie otuliny w prowadzonych rozwazaniach. Takie podejscie jest duzo
prostsze, jednocze$nie nie powoduje zmiany konicowych wartosci maksymalnej sity osiowej
w przekroju, ktorej wyznaczenie jest gtownym celem analizy. Ponadto nalezy zaznaczy¢, ze
niedoszacowaniu moze podlegac jedynie zakres znajdujacy sie zauwazalnie ponizej granicz-
nego obcigzenia, a wielko$¢ tego niedoszacowania proporcjonalna jest do udzialu otuliny

W przenoszeniu naprezen osiowych i zwykle ogranicza sie do kilku — kilkunastu procent.

3.2. Uogoélniony plaski stan odksztalcenia

Tensor naprezenia i sila osiowa

Z uwagi na powyzsze zalozenia naprezenia i odksztatcenia mozna traktowaé jako
niezalezne od potozenia wzgledem trzeciej zmiennej, reprezentujacej wymiar wzdtuz wyso-
kosci stupa. Pozwala to na przedstawienie tensora naprezenia (definicja — rownanie (A.4))

W uproszczonej postaci:

o o012 0
oij = |02 022 0 |. (3-1)
0 0 033

Glownym celem prowadzonej analizy jest wyznaczenie maksymalnej sity osio-
wej wystepujacej w rdzeniu przekroju. Obszar analizy pomniejszony jest o otuline, gdyz
prezentowany model nie ma mechanizmu pozwalajacego na etapie analizy MES auto-
matycznie odlaczy¢ czesci przekroju, ktora ulega odspojeniu na skutek przekroczenia
dopuszczalnych naprezen rozciagajacych w ptaszczyznie przekroju. Jednoczesnie na pod-
stawie dostepnych w literaturze obserwacji badan doswiadczalnych [111] wiemy o istnieniu
takiego zjawiska w przypadku Sciskania przekrojow skrepowanych klatka zbrojenia. Mak-
symalna sita osiowa przenoszona przez rdzen przekroju uzyskiwana jest przez catkowanie

odpowiedniej sktadowej tensora naprezenia na obszarze przekroju:
P = —/ 033 dl’l dl’g. (32)
2]

Tensor odksztalcenia i przemieszczenia poprzeczne

Tensor odksztalcenia (zdefiniowany w rownaniu (A.22)) ma postac:

€11 €12 0
€ij = [€12 €22 0 ) (3-3)
0 0 —Fs
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gdzie E33 oznacza skrocenie podtuzne stupa i w rozwazanym zadaniu stanowi obciazenie.
Pole przemieszczen poszukiwane jest w plaszczyznie przekroju, wektor przemieszczenia

ma zatem dwie sktadowe:

w; = [ “1 ] . (3.4)

Obciazenia kinematyczne

Do modelu przyktadane sa obciazenia kinematyczne w postaci skrocenia stupa
Fs33 wymienione w rownaniu (3.3). Rozwazany jest element stupa o jednostkowej dugosci,
a sity masowe grawitacji dziatajace prostopadle do plaszczyzny przekroju odpowiadaja za
pomijalnie mala czesé catkowitego wytezenia. Dla zachowania lepszej przejrzystosci nie

zostaly ujete w ostatecznej wersji modelu.

Roéwnania ré6wnowagi

Z uwagi na ptlaski charakter rozwigzywanego zadania oraz fakt, ze sily masowe
grawitacji dzialajace wzdtuz osi 3. (pionowej) zostaly pominiete, rownanie Naviera (A.2)
ma postac:

0'@5,5 = 0, (35)

gdzie o, f przyjmuja wartosci 11 2.

Zwiazki konstytutywne

W pracy wykorzystywane sa modele sprezysto—idealnie—plastyczne zaré6wno do
opisania zachowania stali jak i betonu. Poszczegélne modele réznia sie funkcjami plastycz-
noéci oraz potencjatu plastycznego, niemniej dla wszystkich prawdziwe sa nastepujace

relacje:

éij - é?j —+ 6,5)] + Eij, (36)

€5 = Cijki Ok, (3.7)

00

NS ezeli F(oy;) =0 oraz A >0, (3.9)
0, Jjezeli F(oy;) <0 ’ '
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00 0
E=|({00 0 |, (3.9)
00 —Es

gdzie odpowiednio kropka nad wyrazeniami oznacza ich pochodna wzgledem czasu, za$
pozostale oznaczenia:

£5; — Cz€SC sprezysta tensora odksztalcenia,

efj — cze$¢ plastyczna tensora odksztalcenia,

A — mnoznik plastyczny,

F' — funkcja plastycznosci,

GG — potencjal plastyczny,

Cijr — tensor podatnosci, wyrazajacy sie przez modut Younga i liczbe Poissona nastepu-

jaco:

1
Cij = 5 (L4 v) ik 050 — v 6ij 6a) (3.10)

gdzie d;; jest symbolem Kronekera,

Przeglad wybranych kryteriéw plastyczno$ci

Podwaliny pierwszej historycznie hipotezy wytrzymatosciowej (najwiekszego na-
prezenia normalnego) zawdzieczamy Galileuszowi cho¢ w literaturze znana jest glownie
pod nazwiskiem szkockiego fizyka i inzyniera Willama Rankine’a, ktory zyt w XIX wieku.
Dalej badacze wciaz poszukiwali miary wytezenia materialu przez ograniczenie napre-
zen normalnych, stycznych i ich kombinacji. W 1885 r. profesor uniwersytetu w Pawii
E. Beltrami zapoczatkowal poglad, ze to energia odksztalcenia jest odpowiedzialna za
zniszczenie materiatu [41]|. Dziewietnascie lat pozniej, w 1904 r. [47], pracujacy wowczas
we Lwowie, naukowiec i inzynier M.T. Huber, a nastepnie w 1913 r. pracujacy w Stras-
burgu matematyk, R. von Mises [121] rozwijali t¢ koncepcje wiazac wytezenie z energia od-
ksztalcenia postaciowego. Niezaleznie do podobnych konkluzji doszedl w 1924 r. pracujacy
wowcezas w Delft inzynier H. Hencky. Hipoteza ta do dzi§ pozostaje najpopularniejszym,
wyprowadzonym na drodze rozwazan teoretycznych, modelem dla jednorodnych mate-
rialow o takich samych wtasciwosciach przy $ciskaniu i rozcigganiu. Pewne mankamenty
hipotezy maksymalnej energii odksztalcenia postaciowego sprobowal skorygowaé prze-
bywajacy wowczas na uzupetniajgcych studiach w Getyndze i Zurychu, W. Burzynski?,
ktory zaproponowal hipoteze taczaca wplyw energii odksztalcenia postaciowego i czesci

objetosciowego [18]. Jej uogodlniona i uniwersalna forma pozwalala uzyskaé¢ cala rodzine

2 Wtodzimierz Burzyniski (1900-1970) urodzony w Przemyslu, poza dziatalnoicia naukows wstawit
sie w walce o niepodleglosé i granice Rzeczpospolitej, uczestniczac w obronie Lwowa przed Ukraificami
w ochotniczym oddziale Orlat Lwowskich w 1918 r. i przed bolszewikami w 1920 r. Ponadto zaangazowany
byt w akcje plebiscytowa na Spiszu i Orawie. Za swoja patriotyczng postawe zmuszony w 1946 r. przez
okupacyjne wtadze radzieckie do opuszczenia Lwowa, po czym osiadl w Gliwicach [131].
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(a) Plaszczyzna dewiatorowa. (b) Przekroj przez o$ hydrostatyczng i
g1.

Rysunek 3.1: Powierzchnia plastyczna — model Rankine’a.

powierzchni zniszczenia, zaréwno otwartych w kierunku osi hydrostatycznej jak i zamknie-
tych. W p6zniejszym okresie, przy poszukiwaniu wiernych modeli wytezenia nowych mate-
riatow, takich jakim wowczas byl beton, coraz czesciej odchodzono od prostej interpretacji
wytezenia np. wielkoscig energii odksztatcenia na rzecz kombinacji sktadowych naprezenia
lub odksztalcenia, ktore znajdowaly doswiadczalng weryfikacje. Przykladem tego podej-
Scia mozna uzna¢ zarOwno probe przyblizenia powierzchni zniszczenia stozkiem zapropo-
nowang przez Druckera i Pragera oraz wszelkie proby uogolniania hipotezy Mohra|36, 41|,
czy tez proby aproksymacji tej powierzchni innymi funkcjami. Dla lepszego dopasowania
sie do wynikow do$wiadczalnych pojawiaty sie tez propozycje stosowania réznych funkcji
zaleznie od stanu naprezenia. Ponizej zestawiono najpopularniejsze klasyczne kryteria

plastycznosci.

Kryterium Rankine’a (1857) [91]

Warunek maksymalnych naprezen normalnych zostat sformutowany przez W. Ran-
kine’a w zwiazku z jego pracami dotyczacymi mechaniki gruntéw. W podstawowej wersji
kryterium to przedstawia warunek maksymalnego naprezenia gtownego i daje sie przed-

stawi¢ w postaci:

FR:AUI—1:0, (311)

przy czym stata materialowa A w tym wypadku przyjmie wartos¢:
A=—, 3.12
- (3.12)

gdzie or oznacza wytrzymalo$é materiatu na rozcigganie.
Powierzchnia plastyczna przyjmuje wowczas ksztalt ostrostupa o podstawie troj-
katnej, ktorego o$ lezy na osi cisnienia hydrostatycznego, nieograniczonego po stronie

naprezen Sciskajacych (rys. 3.1).
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(a) Plaszczyzna dewiatorowa. (b) Przekroj przez o$ hydrostatyczng i
g1.

Rysunek 3.2: Powierzchnia plastyczna — model Treski.

Mozliwa jest rowniez tatwa adaptacja tego kryterium w taki sposob, ze ogra-
niczenie dotyczy takze minimalnych naprezen glownych. Przy czym dla materialu kru-
chego, jakim jest beton, ktorego wytrzymatos¢ na $ciskanie jest zwykle okoto 10-krotnie
wyzsza od wytrzymalosci na rozcigganie, nalezy wykorzysta¢ w tym miejscu inna stala
materiatowa, zastepujac ogr wytrzymaloscia na $ciskanie o¢. Przy zastosowaniu obydwu

ograniczen powierzchnia plastyczna przyjmuje ksztalt szescianu o boku dtugosci og + o¢.

Kryterium Treski (1864) [119]

Warunek ekstremalnych naprezen stycznych stanowi pierwsze dos¢ precyzyjne
okreslenie wytrzymalosci materialow izotropowych. Funkcja plastycznosci przedstawia sie

W postaci:

FT =A (UI - O'HI) —1= 0, (313)

gdzie stala materialowa mozna wyrazi¢ nastepujaco:

A= i, (3.14)

OR
W réwnaniu (3.13) oy i opp oznaczaja odpowiednio maksymalne i minimalne naprezenie
gtowne.
Powierzchnia plastyczna ma ksztalt graniastostupa o podstawie sze$ciokatnej
o krawedziach rownolegtych do osi ci$nienia hydrostatycznego i nieograniczonego pod-
stawami (rys. 3.2). Warunek wykorzystywany jest gtéwnie w odniesieniu do materiatow

o takiej samej wytrzymalosci na Sciskanie i rozcigganie, takich jak wiele metali.

Kryterium Hubera—von Misesa—Hencky’ego (1904)(1913)(1924) [47, 121, 45]

Warunek ten bazuje na ograniczeniu maksymalnej energii odksztalcenia posta-
ciowego. Model ten charakteryzujac sie prostota kryterium jednoparametrowego, jedno-

cze$nie do$¢ wiernie odwzorowuje plastycznos¢ materiatow nie wykazujacych zmiany ob-
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(a) Plaszczyzna dewiatorowa. (b) Przekroj przez osi hydrostatyczng
i 01.

Rysunek 3.3: Powierzchnia plastyczna — model Hubera.

jetosci w zakresie plastycznym. Z tego powodu jest czesto wykorzystywany w analizach
inzynierskich, miedzy innymi stanowi podstawowa metode wymiarowania konstrukcji sta-

lowych wg [PN-EN-1993-1]. Funkcje plastycznosci mozna przedstawié¢ w postaci:

Fy=A\Jy—1=0, (3.15)

gdzie stalyg materialowa mozna wyrazi¢ nastepujaco:

A= ﬁ (3.16)

OR '
Powierzchnia plastyczna ma ksztalt walca o tworzacej réwnolegtej do osi ci$nienia

hydrostatycznego i opisanego na graniastostupie Treski (rys. 3.3).
Kryterium Mohra—Coulomba (1776) [24]

Warunek ten mozna przedstawi¢ nastepujaco:

FMC :AOI+BUIII— 1 :07 (317)

gdzie stale A 1 B mozna wyrazi¢ np. przez kat tarcia wewnetrznego ¢ i spojnosé ¢ w po-

staci:
1 —sin(¢)
A — m7 (3.18)
_ —1—sin(e)
B — W. (3.19)

Analizujac rownania (3.17), (3.11) i (3.13) mozna zauwazy¢, ze warunek pla-
stycznosci Mohra—Coulomba stanowi rozwiniecie dwoch weze$niej wymienionych kryte-
riow w zakresie sktadowych stanu naprezenia wptywajacych na wytezenie i dla szczegol-

nych wartosci staltych A i B moze zostaé¢ zredukowany do warunku Rankine’a lub Treski.
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(a) Plaszczyzna dewiatorowa. (b) Przekroj przez osie hydrostatyczna
i 01.

Rysunek 3.4: Powierzchnia plastyczna — model Mohra—Coulomba.

W ogdlnosci powierzchnia plastyczna przyjmuje ksztaltt ostrostupa o przekroju szesciokata
rozpietego wokoét osi cisnienia hydrostatycznego, nieograniczonego podstawa po stronie
naprezen Sciskajacych (rys. 3.4).

Warunek przedstawiony w rownaniu (3.17) mozna przedstawié¢ réwniez w innej

postaci:

cos(d) sin(¢) sin(0)
V3 3

gdzie pi g sa niezmiennikami stanu naprezenia okreslonymi wedtug wzorow (A.13) i (A.14),

Fuc = —p sinfe) +4 ( ) - c ot (3.20)

a 0 jest katem Lodego, ktorego definicja jest przywolana we wzorze (A.19).

Warunek ten wywodzi sie zasadniczo z mechaniki gruntow, lecz odnajduje zasto-
sowanie takze dla materiatow ziarnistych i betonu. Powstaja takze zmodyfikowane wersje
kryterium, czego przyklady mozna odnalez¢ w wielu réznych pracach np. [90, 113, 13].
Zmodyfikowane wersje lepiej oddaja ksztatt powierzchni zniszczenia materialow, dla kto-

rych sa tworzone.

Kryterium Druckera—Pragera (1952) [28]

Warunek Druckera—Pragera zwiazany jest z wczesniej przedstawionym warunkiem
plastycznosci Mohra—Coulomba i przyjmuje posta¢ rownania stozka opisanego, wpisanego
badZz przenikajacego w odniesieniu do ostrostupa Mohra-Coulomba, zaleznie od przy-
jetych definicji wspolczynnikéw. Z uwagi na charakter rozwazanego w niniejszej pracy
zadania najlepsze rezultaty mozemy uzyska¢ stosujac stozek opisany (rys. 3.5). Prze-
kroj skrepowanego stupa poddawany jest silnym naprezeniom Sciskajacym wzdtuz swojej
osi i zauwazalnie mniejszym (wewnatrz rdzenia takze gtownie $ciskajacym) naprezeniom
w plaszczyznie przekroju.

Funkcje plastycznosci mozemy opisa¢ wzorem:

Fop = A\/Jy+ BI, —1=0. (3.21)
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(a) Plaszczyzna dewiatorowa. (b) Przekroj przez osie hydrostatyczna
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Rysunek 3.5: Powierzchnia plastyczna — model Druckera—Pragera.

W przypadku stozka opisanego state przyjmuja nastepujace wartosei:

3
A= £m7 (3.22)
2 O0cOR
B LlocTom (3.23)
_2 OCc OR ' ’

W dalszych rozwazaniach wykorzystywano takze warunek Druckera—Pragera w bardziej
tradycyjnym ujeciu w uzaleznieniu od kata tarcia wewnetrznego ¢ i spdjnosci ¢ materiatu

oraz wykorzystujac inny zestaw niezmiennikow.

Fpp =q—mp—k, (3.24)
gdzie:
_ 6sin(9) b 6c cos(¢)
~ 3+sin(e)’ T 3 +sin(ep)

Definicje niezmiennikow p i ¢ przywotane sa w dodatku A w rownaniach (A.13),
(A.14).

(3.25)

Kryterium Willama—Warnkego — opis trzyparametrowy (1974) [124]

Warunek ten mozna przedstawi¢ w nastepujacej formie:

Fows = AL + A(Jy, J3) — 1 =0, (3.26)

gdzie A jest wartoscia stala okreslang na podstawie stalych materiatowych, zas \(Js, J3)
jest pewna funkcja zalezna od drugiego i trzeciego niezmiennika dewiatora stanu napre-
zenia i stalych materiatlowych. Przyjmujac nastepujace oznaczenia:

oc — wytrzymalo$¢ na jednoosiowe $ciskanie,

or — wytrzymalo$¢ na jednoosiowe rozciagganie,
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og — wytrzymalos¢ na dwuosiowe rownomierne Sciskanie,

r(0) — promient powierzchni plastycznej na plaszczyznie dewiatorowej w funkeji kata Lo-
dego,

ry — promienn minimalny odpowiadajacy katowi Lodego 6 = 0°,

r.— promien maksymalny odpowiadajacy katowi Lodego 6 = 60°,

JEET

- 3.27
37 o0 (3.27)

gdzie:

OB OR

Py a— (3.28)

z =

Funkcja A(Js, J3) moze zosta¢ przedstawiona jak nizej, przy czym w zwiazku

z rownaniem (A.18), nalezy zauwazy¢, ze 0 jest takze funkcja Jy i Js:

Mo, Js) = \/gi Vb (3.29)

(0) oc
gdzie:
~u(f) +v(0)
r(0) = T (3.30)
u(8) = 2rc (r7 — 1) cos(8), (3.31)
v(0) =1 (2ry —re) \/4 (r2 —rZ)cos(0) + 5rg — drery, (3.32)
w(d) =4 (r2 —r7) cos(0) + (re — o), (3.33)

gdzie promienie 7. i ry mozna wyrazi¢ uzywajac wezesniej wprowadzonych wielkosci o¢,

6 OB OR
L , 3.34
’ \/;(30']30'[{4—0'0 (UB—O'R)) ( )

ry = \/g (%) . (3.35)

Przyblizona wizualizacje powierzchni plastyczno$ci zamieszczono na rysunku 3.6.

OR, OB.

Kryterium Breslera—Pistera (1958) [16]

Warunek Breslera—Pistera stanowi rozszerzenie warunku Druckera—Pragera. Funk-

cja plastycznosci jest trzyparametrowa i w poréwnaniu z modelem Druckera—Pragera
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(a) Plaszczyzna dewiatorowa. (b) Przekroj przez o$ hydrostatyczng i
g1.

Rysunek 3.6: Powierzchnia plastyczna — model Willama—Warnkego.

umozliwia zdefiniowanie powierzchni zamknietej. Wzor ogélny mozna przedstawié¢ naste-

pujaco:

Fpp = A\/Jo + B, +CI} —1=0. (3.36)

State materialowe mozna wyrazié¢ nastepujaco:

. \/g(UC + or) (208 — 0¢) (208 + 0¢)

3.37

ocorop (or + 80 — 30¢) ( )

B_ (0c —or) (0B oc + 0B OR — OC UR—40123)7 (3.38)
0.0 0p(0y + 80, — 30,)

[ on0C—30n 0w+ 20c 0w (3.39)

ocorop (or + 80 — 30¢)’
W literaturze dostepne sa takze inne warianty tego warunku plastycznosci. Warto

nadmienié¢, ze istnieje forma zredukowana do 2 parametroéw materiatowych [32] w postaci:

Faw =/ o+ AL+ BI} =0, (3.40)

wowczas stale materialowe mozna wyrazié nastepujaco:

(3.41)

1 OR
B = . 3.42
2v/3 (U% —012%) (3.42)

Latwo zauwazy¢, ze w powyzszym rownaniu (3.40) punkt odpowiadajacy zero-

wemu stanowi naprezenia znajduje sie na powierzchni plastycznej.
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Kryterium Ottosena (1977) [81]

Postaé¢ ogodlna funkcji plastycznosci w tym kryterium jest nastepujaca:

For = Ados+ A0\ Jo+ B, —1=0. (3.43)

Model czteroparametrowy Ottosena ma zblizona budowe do zaprezentowanego
powyzej modelu Willama—Warnkego, w obydwu modelach dwa parametry uzyte sa do
opisu krzywej zniszczenia na plaszczyznie dewiatorowej i wykorzystano do tego celu
wprowadzong funkcje promienia A(6) — choé rézni je sposob ich wyprowadzenia. Ponadto
ten model pozwala uzyska¢ krzywoliniowy §lad powierzchni plastycznej na plaszczyznach
zawierajacych o$ ci$nienia hydrostatycznego. W szczegolnych przypadkach, gdy A = 0
i A(f) = const. otrzymujemy model Druckera—Pragera, a gdy dodatkowo stala B = 0,
warunek plastycznosci redukuje sie do kryterium Hubera—Misesa.

Funkcja A\(f) powiazana jest z promieniem na plaszczyznie dewiatorowej r(6)

nastepujaco:
ANO) = —= (3.44)
o) :
Ponadto zachodzi zwiazek:
1
A = ky cos (§ cos ™ (—ky 008(36))) dla  cos360 > 0, (3.45)
1

A=k cos (g —3 cos ! (—k; cos(39))> dla  cos30 <0, (3.46)

gdzie ki 1 ko sa stalymi, przy czym kq jest wspolczynnikiem skali, a ko wspotczynnikiem
ksztattu krzywej bedacej $ladem powierzchni plastycznej na plaszczyznie dewiatorowe;.
Funkcja przyjmuje skrajne wartosci, zwigzane z potudnikiem $ciskanym i rozcigganym,

odpowiednio dla wartosci kata Lodego 8 = 60° i 6 = 0°:

1

Ae = r_ dla 6 =60°, (3.47)
1

A= — dla 0 =0°. (3.48)
Ty

Kryterium Hsieha—Tinga—Chena (1982) [19]

Ogolna posta¢ powierzchni plastycznej moze by¢ przedstawiona w postaci funkcji:

FHTC:AJ2+B\/J2+CO'1+D11—1:0. (349)

o1



Zauwazmy, ze w szczegOlnych przypadkach:

1) gdy A = B = D = 0 uzyskujemy kryterium Rankine’a tzn. maksymalnego
naprezenia normalnego,

2) gdy A =C = D = 0 uzyskujemy kryterium Hubera—von Misesa-Henky’ego,

3) gdy A = C = 0 uzyskujemy kryterium Druckera—Pragera.

W przeciwienstwie do wyzej zaprezentowanego modelu Ottosena rozpatrywany
model nie zapewnia bezwzglednie gtadkos$ci powierzchni plastycznej. Mozna uznaé, ze
stanowi on uogolnienie i rozwiniecie modelu Mohra—Coulomba [19] i w konsekwencji na

potudnikach Sciskanych moze pozostaé ostra krawedz.

Kryterium Willama—Warnkego — opis piecioparametrowy (1974) [124]

Model ten w czesci pokrywa sie z przedstawionym wczesniej kryterium tych sa-
mych autoré6w w opisie trzyparametrowym. W postaci ogélnej funkcja plastycznosci moze

by¢ przedstawiona nastepujaco:

FWW5 - )\([1, JQ, Jg) —1= O, (350)

gdzie A\(I1, Jo, J3) jest pewna funkcja wymienionych niezmiennikow stanu naprezenia, opi-

sujaca ksztalt powierzchni plastycznosci analogicznie jak w rownaniu (3.29), przy czym:

2 1 J.
NIy, Jo, J3) = \/gm\(/f—_j (3.51)

W przeciwienstwie do modelu trzyparametrowego, gdzie przekroje powierzchni
plastycznej plaszczyznami zawierajacymi o$ cisnienia hydrostatycznego byly dwoma pot-
prostymi o wspoélnym wierzchotku, tak w niniejszym przypadku przekroje te sa krzywoli-
niowe i sktadaja sie z fragmentow dwoch parabol o wspolnym wierzchotku. Funkeja r(1y, 6)
podobnie jak w modelu trzyparametrowym opisuje promien sladu powierzchni plastycz-
nej na plaszczyznie dewiatorowej i analogicznie jak w rownaniu (3.30) jest zdefiniowana

nastepujaco:
u(Ila 9) + U(Ih 9)

’UJ(Il, 9) ’
gdzie funkcje u(ly,0), v(11,0), w(ly,0) — przedstawione nizej — odpowiadaja tym w row-
naniach (3.31), (3.32), (3.33):

u(I1,0) = 2ro(I) (rZ(I1) — ri(11)) cos(d), (3.53)

v([l,é’) = Tc(ll) (QTt(Il) — TC(Il)) .
AL — (D)) cost(8) + 5r2(1) — dro(L)r(1). (3.54)
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w(lh,0) =4 (r2(I) — r2(1h)) cos®(0) + (re(I1) — 2ry (1)) (3.55)

Funkcje opisujace promienie: minimalny r¢(/;), odpowiadajacy katowi Lodego 6 = 0°

i maksymalny r.(I;), odpowiadajacy katowi Lodego 6 = 60° zdefiniowane sa nastepujaco:

I L\’

Tt(ll) =ag+ E(ll + (E) as, (356)
I L\’

re(l1) = b + 300 by + (3(70) b2, (3.57)

gdzie ag, ay, as, by, by, by, 0 sa stalymi materialowymi, przy czym nalezy zastrzec, ze
tylko 5 z nich jest niezaleznych, gdyz réwnania (3.56) i (3.57) musza dodatkowo spelnié
warunek wystepowania tylko jednego miejsca zerowego. Opisana sytuacja fizycznie ma
miejsce w wierzchotku lezacym na osi hydrostatycznej, gdzie zniszczenie nastepuje przez
roOwnomierne trojosiowe rozcigganie. Sposoby wyznaczania staltych materialowych opisane
sa w pracy [124]. W ogolnosci konieczne jest znalezienie 5 punktoéw zniszczenia, ktore po-
zwola jednoznacznie opisa¢ 2 parabole stanowiace Slad powierzchni plastycznej dla katow
Lodego 6 = 0° i § = 60°. Pomiedzy nimi, w plaszczyznach dewiatorowych, ma miejsce

interpolacja o eliptycznym ksztalcie opisana wzorem (3.52).

Prawo plyniecia

Pod pojeciem prawa plyniecia rozumiany jest zwigzek przywolany w roéwnaniu
(55), opisujacy sposob obliczania przyrostow odksztalcenia w stanie plastycznym
. 0G

P __
Eij = A

Jo’ (3.58)

Funkcja G nazywana jest potencjalem plastycznym i stuzy okresleniu kierunku
przyrostu odksztalcenia plastycznego. W szczeg6lnym przypadku, niemniej w praktyce
czesto stosowanym, funkcja ta jest tozsama z funkcja plastycznosci G = F. Przypadek
taki nazywany jest stowarzyszonym prawem plyniecia i podejscie to dla pewnych mate-
rialow jest uzasadnione. W kazdym innym przypadku, gdy G # F, mamy do czynienia
z niestowarzyszonym prawem plyniecia (patrz rys. 3.7). Z uwagi na koniecznosé spetnienia
postulatu Druckera [27] o stabilnosci materiatu funkcja ta nie moze by¢ w peini dowolna,
ale na tym etapie rozwazan nie wprowadzamy ograniczen.

Stosowanie funkcji potencjalu plastycznego G reprezentowanego powierzchnia
nier6wnolegla do osi hydrostatycznej — przypadek taki ma miejsce gdy stosowane jest
niestowarzyszone prawo plyniecia dla warunku Hubera lub Tresci oraz dla kazdego innego

warunku plastycznodci gdzie kat dylatancji® nie jest staly i zawsze rowny 0 — prowadzi do

3 Kat dylatancji jest stala materialows wykorzystywang w modelach z niestowarzyszonym prawem
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Rysunek 3.7: Dwuwymiarowa ilustracja warunku plastycznosci i prawa plyniecia. Przed-
stawiono wykresy funkcji plastycznosci F' oraz potencjatu plastycznosci G okreslonej dla
uplastycznienia w dowolnym punkcie A oznaczonym na rysunku. Kierunek przyrostu od-
ksztatcen plastycznych deP jest prostopadly do G w punkcie A.

zaobserwowania zjawiska zmiany objetosci materialu w stanie plastycznym. Zjawisko to

nazwano dylatancjg. Schematyczne wyjasnienie przedstawiono na rysunku 3.8.

dv? o,

03 O3

Rysunek 3.8: Przyrost odksztalcen plastycznych w modelu Druckera—Pragera ze stowarzy-
szonym prawem plyniecia. W przypadku stowarzyszonym (deP pozostaje prostopadly do
powierzchni plastycznej) obserwujemy sktadowa rownolegla do osi hydrostatycznej, ktora
odpowiada za zmiane objetosci dV'P.

Warunki brzegowe

Naprezeniowe warunki brzegowe okreslone sa na calym brzegu obszaru rdzenia

02 w postaci zerowego wektora naprezenia:

oapng =0 na 0f2, (3.59)

gdzie n, oznacza jednostkowy wektor normalny do brzegu przekroju.
plyniecia. W niniejszej pracy, oraz zwykle w literaturze oznaczana symbolem . W funkcji potencjatu

plastycznego G pelni analogiczng role jak kat tarcia wewnetrznego ¢ w funkcji plastycznoséci F. Jego
wielkosé odpowiada za przyrost objetosci uplastycznionego materiatu.

o4



Z uwagi na to, ze niewiadome jest pole przemieszczenia, dla uzyskania jedno-
znacznego rozwigzania konieczne jest wprowadzenie blokady przynajmniej trzech stopni
swobody poprzez kinematyczne warunki brzegowe, ktore wyeliminuja ruch sztywny ca-
tego przekroju. W wielu przykladach warunek ten spetiany jest przez wykorzystanie osi
symetrii. W sytuacji gdy przekrdj jest symetryczny wzgledem osi, na kazdej z nich mozna

przedstawié¢ nastepujace warunki symetrii:

Up =0, or =0 na 0Qsym, (3.60)

gdzie u,, oznacza sktadowa normalng od osi symetrii, zas o1 oznacza sktadowsa styczna do
osi symetrii.
Spetnienie powyzszych warunkoéw na przynajmniej dwoch osiach gwarantuje wy-

eliminowanie ruchu sztywnego przekroju stupa.

Warunki poczatkowe

Warunki poczatkowe stanowia zerowe pole naprezenia i zerowe pole przemiesz-

czenia w calym obszarze przekroju €.

Uy =0, 0,5, =0 w Q. (3.61)

3.3. Sformulowanie stabe

Przedstawione zagadnienie rozwigzano wykorzystujac rownanie pracy wirtualnej

[136]. Sformutowanie wariacyjne przedstawia sie nastepujaco:
/ gij 0g;j(u) dQ +y§ Acdeds =0 You € 1}, (3.62)
Q s

gdzie du oznacza wariacje pola przemieszczenia V,, jest przestrzenia pol kinematycznie do-
puszczalnych, ktore sa odpowiednio ciagte i spelniaja warunki brzegowe. Pierwszy z czto-
n6éw rownania odpowiada pracy sil wewnetrznych w rdzeniu betonowym, drugi w zbroje-
niu poprzecznym, przy czym A oznacza pole przekroju zbrojenia poprzecznego, zas o jest
warto$cia panujacego w nim naprezenia (w zbrojeniu poprzecznym modelowany jest jed-
noosiowy stan naprezenia). Zbrojenie podtuzne nie jest ujete w modelu obliczeniowym,
a jego wplyw zostal uwzgledniony na etapie obrobki wynikow. Poszukiwane rozwigzanie

rownania (3.62) musi spelnia¢ zwiazki konstytutywne:
0ij = Diji (ékl — & — Ekl) ; (3.63)

gdzie:
1
éij - 5 (’di,j +’llj,i ) 5 (364)
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)\ﬁ, jezeli F'(o;;) =0 oraz )\>0,

= § Py Sl L) = (3.65)
0, jezeli F(Jij> <0

oraz warunki poczatkowe:

Zwazywszy, ze w prezentowanym modelu role obcigzenia petni odksztatcenie €33 =

— F33, w zakresie liniowe]j sprezystosci rownanie (3.62) mozemy sprowadzi¢ do postaci:

/ (Da@yg Eys + Daggg 833) (58a5 dQ) + ¢ Acdeds =0, (367)
Q S

przy czym tensor naprezenia o;; przedstawiono jako iloczyn tensora sprezysci Dijp 1 ten-

sora odksztalcenia ex;. Porzadkujac powyzsze réwnanie otrzymujemy:

/ Dag,yg Exs 65&5 dQ + % Acdeds = / Daggg FEs3 (Séa/j dQ. (368)
Q S Q



4. Rozwiazanie zagadnienia

Do rozwigzania zagadnienia Sciskania osiowego skrepowanego przekroju betono-
wego wykorzystano metode elementéw skonczonych w ujeciu przemieszczeniowym, w mo-
delu dwuwymiarowym. Ponizszy rozdzial obejmuje zwiezly opis metod i narzedzi wyko-
rzystanych do uzyskania rozwigzania wcze$niej zdefiniowanego problemu. W poczatkowej
czescl przedstawiono matematyczne podstawy zastosowanych algorytmow, nastepnie opis
zastosowanych elementow skoriczonych. W dalszej czesci omoéwiono wykorzystane w pracy
sposoby ustalania stalych materiatlowych. Zakonczenie rozdziatu stanowi punkt poswie-
cony przedstawieniu oprogramowania, ktore wykorzystano do przygotowania przyktadow

obliczeniowych zamieszczonych w dalszej czesci dysertacji.

4.1. Dyskretyzacja zagadnienia

W celu wyznaczenia pol przemieszczen i naprezen w zadaniu sformutowanym
w poprzednim rozdziale wykorzystano przemieszczeniowe ujecie metody elementoéw skon-
czonych, gdzie role gtéwnych niewiadomych odgrywaja przemieszczenia weztow. Zagadnie-
nie poczatkowo-brzegowe sformutowane w punkcie 3.3 nalezy zdyskretyzowaé¢ wzgledem
czasu 1 przestrzeni.

Dyskretyzacja wzgledem przestrzeni sprowadza sie do podziatu obszaru zadania
na skoriczong liczbe elementéw, na ktorych pole przemieszczen wyrazone jest za pomoca
funkcji bazowych (ksztaltu) oraz wartosci przemieszcezen weztowych. Po dokonaniu dyskre-
tyzacji obszaru i zastosowaniu interpolacji elementami skonczonymi pola przemieszczen,

rownanie pracy wirtualnej (3.62) mozna przedstawi¢ nastepujaco:

/ B'o dQ + ;5 AB%ads = / B'o, do, (4.1)
Q S Q

gdzie:
B jest macierza zaleznosci odksztalcenie przemieszczenie (macierza pochodnych funkcji
ksztaltu) elementow powierzchniowych,
B jest macierza zaleznoéci odksztalcenie przemieszczenie (macierza pochodnych funkcji
ksztaltu) elementow pretowych,

011

o jest wektorem naprezenia elementéw powierzchniowych, o = < o099

012
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& jest macierza jednoelementowa naprezenia elementoéw pretowych, & = {o}.
oy jest wektorem naprezenia wywolanego wymuszonym odksztalceniem.

Wiedzac, 7e w ogolnosci o = De, gdzie D oznacza macierz sprezystosci (lub
ogoélniej macierz sprezysto-plastyczna) oraz wykorzystujac relacje € = B u, gdzie przez u
rozumiemy wektor przemieszczen weztowych, zas przez €9 wektor wymuszonych odksztal-

cen, otrzymamy w rezultacie:

/BTDBudQ+§1§ ABTDBuds:—/BTDsOdQ (4.2)
Q S Q

Dyskretyzacja wzgledem czasu w zagadnieniu quasi-statycznym, z jakim mamy
do czynienia w rozwazanym zadaniu, prowadzi do zastosowania metody przyrostowe;.
Rozwaza sie chwile czasu 0 < ty, ..., t,, ...,txy = T. Kazdej z chwil odpowiada kolejny
przyrost obcigzenia. Zakltada sie przy tym, ze pochodna wzgledem czasu jest przyblizona
przez iloraz r6znicowy: -

1(t,) ~ = ) 4.
u(tn) A h (4.3)

Analogicznie do przyrostéow przemieszczen okreslane sa przyrosty naprezen. Na-
stepnie w kazdej chwili czasu wyznaczane jest rozwiazanie réownania (4.2) (ul, a!), (u?, 6?),
ey (U oM, .o, (U, 0N). Przy czym punkt wyjscia (wstepne naprezenia i odksztalcenia)
ustalone sa na podstawie rozwigzania poprzednich krokow, tzn. u” = u~! + Au” przy
u’ = 0 i analogicznie w przypadku naprezen. Rozwigzanie zadania réwnowagi w kazdej

z chwil odbywa sie metoda iteracyjng.

4.2. Metoda przyrostowo—iteracyjna

Uklad rownan okreslony rownaniem macierzowym (4.2) jest nieliniowy i do jego
rozwigzania wykorzystywana jest metoda przyrostowo—iteracyjna wedhug algorytmu przed-
stawionego w monografii Wieckowskiego [123]. W poprzednim podpunkcie wyjasniono
podzial obciazenia na przyrosty. Poszczegdlne kroki obcigzenia nie musza by¢ jednakowe
lecz ich suma réwna jest catkowitemu obciazeniu. Schemat iteracji w kazdym kolejnym
n-tym przyroscie obcigzenia jest nastepujacy:

1. Przyjecie poczatkowych warto$ci przyrostow przemieszczen i naprezen w punktach

catkowania numerycznego
Au™® =0, Ag™® = .

2. Obliczenie przyblizenia i-tej iteracji. Najpierw zastapienie numeru poprzedniej iteracji

aktualng 7 :== i + 1 (w pierwszym kroku ¢ = 1). Nastepnie wykonywane jest obliczenie
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przyblizenia przyrostu Au™® przez rozwiagzanie zagadnienia liniowego
/ BTDB (Au"® — Au""Y) dQ + %ABT DB (Au*® — Aun(7Y) ds =
Q S

:—/BTDAeW—U dq.
Q

Globalny uktad réwnan nieliniowych rozwiazywany jest w programie FENAP z wyko-
rzystaniem zmodyfikowanej metody Newtona—Raphsona o stalej macierzy sztywnosci
uktadu. W stosunku do metody niezmodyfikowanej wymaga ona zwykle wykonania
wiekszej liczby iteracji dla uzyskania zakladanej dokladnosci rozwigzania, ale oszcze-
dza czas, ktory w podstawowej wersji metody potrzebny jest na aktualizacje macierzy
sztywnosci w kolejnych iteracjach.

3. Sprawdzenie warunku plastycznosci w punktach catkowania numerycznego. W punk-
tach, w ktorych stwierdzone jest uplastycznienie wykonywane jest obliczanie iteracyjne
naprezen plastycznych i mnoznika plastycznego, oraz obliczenie przyrostu odksztalcen
plastycznych. Szczegoly tego procesu opisano w kolejnym punkcie rozdziatu.

4. Sprawdzenie doktadno$ci rozwigzania. Jezeli warunek nie jest spelniony powrét do
punktu 2., jesli jest — nastepuje przejécie do kolejnej chwili czasu (nastepnego przyrostu

obciazenia).

4.3. Aktualizacja stanu naprezenia

Do obliczenia sktadowych tensoréw naprezenia i odksztalcenia w stanie po upla-
stycznieniu materiatu wykorzystywane jest podejscie niejawne i algorytm return mapping
opisany w ksiazce Zienkiewicza [136]. W pierwszej kolejnosci, dla n-tego kroku obcia-
zenia, obliczane jest tzw. rozwiazanie probne (sprezyste) ot = D (g,41 — €b), gdzie
tensor sprezystosci D jest staly. Ten krok pozwala sprawdzi¢ czy na danym poziomie ob-
cigzenia dochodzi do uplastycznienia przekroju, tzn. F(¢™®) > 0. Nastepnie przyjmujac,
ze o At = Ao oraz € At = Ae przyrost tensora naprezenia w n-tym kroku obcigzenia

opisany bedzie rownaniem:
Ao'n+]_ - D (A€n+1 - AE,E - E) 5 (44)

gdzie indeksem gornym p oznaczono tensor odksztalcen plastycznych, ktory z kolei na

podstawie zwigzkoéw fizycznych mozna wyrazié:

oG oG

przy czym parametr 6 € (0,1) lecz poszukujac rozwigzania wstecz, w obliczeniach jest

zastosowana wartos¢ § = 1. Dodatkowo nalezy zauwazy¢, ze rozwigzanie w nastepnym
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kroku obcigzenia powinno spelnia¢ warunek plastycznosci, co oznacza, ze:
F,1=0. (4.6)

Nastepnie mozna zapisa¢ rOwnania rezydudéw w i-tej iteracji:

i — i oG i
R, = Ae, —D 'Aco!, — AA% [y (4.7)

r'=—F_,. (4.8)

Uktad rownan, ktory podlega¢ bedzie rozwigzaniu mozna za [136] ostatecznie

przedstawi¢ w postaci:

- 2¢  ac 1° i i
D™+ MG e domt_J Re L (4.9)
(%5) 0] A\ r

Woéwcezas do rozwigzania mozemy dojs¢ stosujac metode iteracyjng Newtona—
Raphsona, dazac do zerowania wartoéci rezydudéw. Ostatecznie wyznaczony przyrost wiel-

kosci na danym stopniu obcigzenia jest suma wynikéw na poszczegolnych krokach iteracji:
AN =) dN. (4.10)
j=0

Mozna w tym miejscu zaznaczy¢, ze w przypadku rozwazania przyrostow pracy
odksztalcenia plastycznego WP przyrost mnoznika plastycznego A jest w pewnym sensie

miarg tej pracy 1 moze przyjmowa¢ wylacznie wartosci nieujemne:

oG

— > 0. 4.11
i (4.11)

o p A
Wp = Oij Eij = >\Uij

Jezeli funkcja potencjalu plastycznego G pozostaje wypukla, wowczas iloczyn
oG

skalarny o;; 27 pozostaje nieujemny. Zarazem spelniony bedzie postulat Druckera.
ij

4.4. Opis stosowanych elementéw skornczonych

Elementy wykorzystane w pracy opracowano w oparciu o metody zaproponowane

przez O. Zienkiewicza w ksiazce [136].

Element pretowy 2-wezlowy

Ten jednowymiarowy element wykorzystano do modelowania zbrojenia poprzecz-
nego w tych przyktadach, gdzie do modelowania continuum rdzenia betonowego uzyto

elementéw trojkatnych klasy C° z liniowymi funkcjami ksztaltu. Jest to klasyczny ele-
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ment kratownicowy o 2 wezlach, po 2 stopnie swobody w kazdym, ktére odpowiadaja
sktadowym wektora przemieszczenia tych weztow na plaszezyznie (rys. 4.1). W elemencie
obliczana jest jedna wielko$¢ statyczna — naprezenie normalne w przekroju poprzecznym

preta.

Y4

Rysunek 4.1: Element pretowy dwuweztowy.

Rysunek 4.2: Element pretowy dwuweztowy znormalizowany, wspotrzedne naturalne.

Funkcje ksztaltu

Na rysunku 4.2 przedstawiono omawiany element we wspoétrzednych lokalnych.

Funkcje ksztaltu mozemy uzyskaé¢ wykorzystujac wielomiany Lagrange’a:

In_ (E=E)E—&). . (E—&1)(E—E&ir1) . (€= &u1)(§ — &)
' (&G —&) (&G —&-1)(& — &ir1) -+ (& — &n) ’

(4.12)

gdzie:
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n — stopient wielomianu Lagrange’a, ktory jest o 1 nizszy niz liczba weztéw elementu

© — numer wezta, dla ktorego budowana jest funkcja ksztaltu.

W omawianym przypadku przyjmowaé¢ nalezy wartosci n = 1 oraz ¢ = 1, 2.

Prowadzi to do rezultatu:

N =Ii=3(1-0), (413)
Ny =Ly = %(1 +£). (4.14)

Macierze funkcji ksztaltu i ich pochodnych

Funkcje ksztaltu wyrazono we wspoétrzednych lokalnych, zas budujac macierz
sztywno$ci konieczne bedzie postugiwanie sie wspotrzednymi globalnymi, potrzeba zatem
wykona¢ kilka dodatkowych krokow, ktore pozwolg na przedstawienie macierzy B w po-
zadanej postaci. Na rys. 4.1 pokazano wspotrzedna tukowa dla preta s oraz prostopadtla
do niej n, a takze oznaczono kat o pomiedzy kierunkiem osi x i s. Dodatkowo zdefiniujmy

przemieszczenie wzdtuz osi preta (wzdhuz wspohrzednej s) jako ug, ktore jest rowne:

us = u cos(a) + v sin(«). (4.15)

Z kolei przemieszczenia v i v na na dlugodci elementu sa uzaleznione od prze-

mieszczenia weztow i funkeji ksztattu:

Uy
uw| | N 0 N O vy _ _
{“}_[ 0 N 0 N2] Uy = Nu = [N()]u (4.16)
V2

Przez wektor u rozumiemy wektor przemieszczen wezlowych, tak jak przedsta-
wiono go powyzej. W analizowanym elemencie odksztalcenia ograniczaja sie do podtuz-

nego wydluzenia/skrocenia, ktore mozemy wyrazi¢ wprost:

~dug du, %
@ ds (4.17)
Podstawiajac rownania (4.15) i (4.16) do (4.17) uzyskamy:
d¢ d
e= d—i i ([ cos(a) sin(a) | N(©)]u). (4.18)

Zaroéwno wektor [ cos(a) sin(«) ] jak i u nie sg funkcjami &, ponadto pamietajac

o zwigzku € = B u mozemy zapisac:
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e . d[N(¢)]
B_d_s cos(a) sin(a) T

Wykorzystujac rysunek 4.1 mozemy zapisac relacje, ktore pozwola ustali¢ wartosc

(4.19)

pochodnej . Otoz zauwazmy, ze ds stanowi przeciwprostokatna w trojkacie, ktorego
ds ana q g

pozostate boki to dx i dy zatem prowadzi to do réwnania:

b= ; [ - cos(a) —sin(a) costa) sy | L, (a20)
\/(QE2 —21)" + (Y2 — 1)
gdzie:
cos(a) = (22 — 21) ,
\/(x2 - xl)z + (Y2 — y1)2
sin(a) = (y2 —y1)

\/($2 —z1)" + (32 — y1)2'

Punkty calkowania (punkty Gaussa)

Sktadowe stanu naprezenia obliczane s3 w elemencie w jednym punkcie Gaussa,

ktory lezy w $rodku elementu.

Element pretowy 3-wezlowy

Omawiany element pretowy (rys. 4.3) zostal dodany do programu FENAP, by
mozna byto do elementu trojkatnego 6-weztowego klasy C° dobraé¢ element pretowy stu-
zacy do modelowania pretow zbrojenia poprzecznego, ktory bedzie zachowywat zgodnosé
przemieszczen z krawedziami przyleglych elementow trojkatnych oraz bedzie miat zgodne
z nimi stopnie swobody w weztach. Element ten jest trojweztowym , krzywoliniowym
pretem o kwadratowych funkcjach ksztaltu, ktory ma sztywnosé jedynie wzdtuz swojej

osi i przenosi jedynie naprezenia normalne w tym kierunku.

Funkcje ksztaltu

Zostaly one zbudowane analogicznie jak to pokazano w poprzednim przypadku.

Wspotrzedng lokalng & przedstawiono na rysunku 4.4.

Ny = —2£(1-8), (4.21)

Ny =(1-8(1+¢), (4.22)
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|

Rysunek 4.3: Element pretowy trojweztowy.

Rysunek 4.4: Element pretowy trojweztowy znormalizowany, wspotrzedne lokalne.

Ny=26(1+). (4.23)

Macierz pochodnych funkcji ksztaltu

Wyprowadzenie macierzy pochodnych mozna przeprowadzi¢ analogicznie, z ta
roznica, ze funkcje cos(a) i sin(a) sa dodatkowo zalezne od wspoéltrzednej €. Ponadto,
w poréwnaniu z pretem 2-weztowym, inne sg rozmiary macierzy i wektoréw wystepujacych

w rownaniach, oraz wprowadzone funkcje ksztattu. Pamietajac o tym uzyskujemy:

d

B_ % <i | cos(a) sin(a) | N(€)] + | cos(a) sin(a) | 5

x(: NEL). (20

Tym razem konieczne jest bardziej ogolne zdefiniowanie funkcji kata, przy okazji
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wprowadzmy oznaczenia, ktére pozwola w zwarty sposob przedstawié¢ koricowe

wyrazenia:

cos(a) = g dw _ d%x(f) _
I5 46 Jaal©) + (@)
N % ( q QI@') =4 (4.25)
sin(a) = £ _ 2y(¢) )

ds dg ¢<d%x<s>>2 +(Ly(6))?

- H(55)-

Zas pochodne funkcji wzgledem ¢ :

(4.26)

s ) (~akol©) y(©) + £o(© dy(©)

d
—cos(a) = TIE - : — _
dé ds d§ (<d%$(€)) N (d%m(g)) ) /
- (Z d]:;z > = Ce (4.27)
A ey #© (Siel©) g + ae©) dvl9)
a sin(a) = = - _

ne ((d%x(f)f + (%x(é)f)
- (Z djg; > = sg. (4.28)

Przy weryfikacji elementu stwierdzono, ze czlon < T3 [ cos(a) sin(a) } [N(&)] szybko

maleje przy zageszczaniu siatki elementéw i wplyw na wynik skltadnikéw zawierajacych
ten czton jest pomijalnie maty, wiec ostatecznie zostaly one usuniete pozwalajac uproscic

wyrazy macierzy B do koncowej postaci:

d¢

B=—>
ds

CNLf SNI,& CN27£ SNQ{ CN37§ SN3’§] (429)
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-

Pochodnag % mozna wyznacza¢ wprost 1 przyjmuje ona wartosc:

Punkty calkowania

W elemencie zastosowana jest procedura catkowania numerycznego Gaussa z 3 punk-

tami catkowania. Punkty te maja nastepujace wspotrzedne lokalne i wagi:

5
§ar = 0,774596669241483; wy = ¢, (4.30)
8
§g2 = 0; wy = 9’ (4.31)
5
fas = —€a1, w3 = 9 (4.32)

Zbieznosé elementu

Dla omawianego elementu przeprowadzono testy majace sprawdzi¢ poprawnosc
implementacji oraz wykaza¢ zbiezno$¢ i poprawnosé rozwigzania. Sprawdzono wartosé
catkowitej energii odksztalcenia i jej zmiany wraz ze zmiang gestosci podziatu na elementy,
a takze wartodci sit normalnych w punktach catkowania numerycznego.

Zadanie testowe dotyczylo rozciggania tuku kotowego o dtugosci katowej 7 i pro-
mieniu r = 1, ktéry byl unieruchomiony na jednym koncu, podparty we wszystkich pozo-
stalych weztach przesuwnie, z zablokowanym kierunkiem promieniowym oraz obcigzony
na drugim koricu sila styczna do tuku o wartosci P = 10 (patrz rys.4.5). Stale materialowe,
ktore wprowadzono do modelu to modut Younga E = 2 oraz pole przekroju poprzecznego
A = 3. Przyjecie réznych wartosci danych ma na celu uzyskanie bardziej przejrzystej in-
terpretacji wynikow testu. Do elementéw nie przypisano masy, sit masowych, ani obciazen
innych niz wymienione. Na podstawie doktadnego rozwigzania analitycznego oczekiwang
wartoscig sity normalnej w kazdym punkcie tuku jest F' = 10, za$ oczekiwana wartosc¢
calkowitej energii odksztalcenia wynosi £, = EP—deV = % = %7‘(‘ ~ 52,3599. Za-
stosowano podzialy na 1, 2, 4, 8 i 16 elementow. Element z parabolicznymi funkcjami
ksztattu nie pozwala na uzyskanie $cistego rozwiazania takiego zadania, wiec spodziewano
sie poprawy doktadnosci rozwigzania wraz ze wzrostem liczby zastosowanych elementow.

Uzyskano nastepujace wyniki:
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1 element

o wezet skrajny elementu
* wezet wewnefrzny elementu

P=10

2 elementy 8 elementéw

P=10

16 elementow

Rysunek 4.5: Geometria zadania testowego. Przedstawiono 5 kolejnych podzialow na ele-
menty.

Energia potencjalna odksztatcenia

w zaleznosci od podziatu na elementy skoriczone

52 3593682
52.5
522453016 —i u
52 52.3519357
51.5 -
=
E
: . 5117228616
@
>
E 50.5
50 4
19.6335984
29.5 % . | | !
1 2 4 8 16

Liczba elementow

Rysunek 4.6: Zbieznos¢ energii odksztalcenia wraz ze wzrostem gestosci podziatu na ele-
menty.
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Sita normalna w punkach catkowania

dla poszczegdlnych rozwigzan

14 -
124 | |
* * * *
10~ xA“X“A‘AXAXA’AXAX‘.AXA M lelement
g g + 2elementy
E | ¢ * ¥ delementy
5 64 A Belementdw
o, 16elementow
[43]
2 -
01 ]

Wspdtrzedna tukowa

Rysunek 4.7: Wartosci sity normalnej obliczone przy réznych podziatach na elementy.

Podsumowujac mozna zauwazy¢, ze element wykazuje zadowalajaca zbiezno$¢ do
rozwiazania dokladnego. Przy aproksymacji 1 elementem btad energii wynosi AL, ~
5,2%, przy podziale na 2 elementy spada do okolo 2,3%, a przy podziale na 4 ele-
menty juz zauwazalnie ponizej 1% do wartosci niespelna 0,22 %. Kolejno 8 elementow
AE, ~ 0,015 %, za$ 16 AE, ~ 107°. Wigksze roznice niz w przypadku calkowitej energii
odksztalcenia widoczne sg przy analizowaniu sity w punktach catkowania numerycznego.
Mozna zauwazy¢ oscylacje warto$ci wokot rozwiagzania doktadnego, tzn. w centralnych
punktach Gaussa w kazdym z elementéw wartosci sit sa zanizone, zas na zewnetrznych
— zawyzone. Tu maksymalny btad przy aproksymacji 1 elementem na jednym z punk-
tow roznica osiggneta 100 %. Dalej szybko spadata by na kolejnych podzialach uzyskiwaé
maksymalnie odpowiednio 23 % dla 2 elementow, 5,4 % dla 4 elementow, 1,3 % dla 8 ele-
mentoéw i 0,3% dla 16 elementéw. Mozna zatem zauwazy¢, ze wraz ze wzrostem liczby
podzialéw na elementy zaré6wno catkowita energia odksztalcenia jak i wartosci sity nor-
malnej w punktach catkowania zblizaja sie do wartoséci doktadnych. Wynik testu uznano
za pozytywny i wlaczono prezentowany element do programu. Ponadto nalezy nadmieni¢,
ze w dalszej czesci prowadzonych badan elementy tego typu nie wykazywaly anomalii przy

rozwigzywaniu réznych zadan.

Element tréjkatny 3-wezlowy

Wyboér elementow trojkatnych do dyskretyzacji obszaru rdzenia betonowego jest
podyktowany ich niewatpliwa wyzszosciag nad elementami czworokatnymi. Po pierwsze
siatka trojkatna pozwala tatwiej uzyska¢ pozadane ksztalty obszarow. Przy tym, podob-
nie jak elementy czworokatne, nie stwarza trudnosci dobranie dla poszczegdlnych grup
elementow trojkatnych, elementéw pretowych o zgodnych stopniach swobody w weztach

i zgodnych przemieszczeniach na brzegach. Najprostszym sposrod rozwazanych byt zatem
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element trojkatny klasy C° (rys.4.8). Element ten ma 3 wezty po 2 stopnie swobody kazdy
— odpowiadajace przemieszczeniom w plaszczyznie elementu — tacznie 6 stopni swobody
oraz liniowe funkcje ksztattu. Element gwarantuje ciagltos$¢ przemieszczen na potaczeniach

z sgsiednimi.

Y4

Rysunek 4.8: Element trojkatny o 3 weztach klasy C°.

Funkcje ksztaltu
W kazdym z weztow elementu sa one okreslone

iy — TR Y+ (Y — Ye) T+ (T — 15) Y

Ni: ’
TiYe T i Y; + Tk Y — TjYi — T Y; — Ti Yk

(4.33)

gdzie i, 5, k =1, 2, 3, za$ x;, y; — wspolrzedne i-tego wezlta elementu.

Dodatkowo mozna zauwazyé¢, ze mianownik funkcji odpowiada podwojonemu
polu powierzchni elementu trojkatnego Ax, zas caly wyrazony w rownaniu (4.33) stosunek
odpowiada wspotrzednej powierzchniowej — oznaczmy ja przez L; — dowolnego punktu
o wspolrzednych (x,y). Na rysunku (4.9) przedstawiono omawiany element w postaci
znormalizowanej z naniesieniem dowolnego punktu P. Wspolrzedne powierzchniowe tego

punktu wynosza odpowiednio:

A,
L =-—"", 4.34
- (4.34)
wiec zachodzi zwiazek:
Ly+ Ly + Ly = 1. (4.35)
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Pozwala to powiaza¢ wspotrzedne powierzchniowe ze wspotrzednymi lokalnymi £ i 7, i ta-

two wyrazi¢ funkcje przy ich uzyciu:

N = & (4.36)
N2 = 1,

At

L TO 0 -

2 1 y
4 \

Rysunek 4.9: Znormalizowany element trojkatny trzyweztowy klasy C° z oznaczeniem
trojkatow stuzacych definicji wspotrzednych powierzchniowych dowolnego punktu P.

Macierz pochodnych funkcji ksztaltu

Wyjéciowo macierz pochodnych zdefiniowana jest nastepujaco:

Ny ONy ON3
ox 0 ox 0 ox 0

— ON, ON3 ON.
B=| 0 20 0o 2 o 26, (4.37)

6N1 8N1 8N2 8N2 8N3 %
dy ox oy ox oy ox

Po uproszczeniu i wytaczeniu wspolnego dzielnika macierz te mozna przedstawi¢ w postaci:

Y2 — Y3 0 Ys — ¥ 0 Y1 — Yo 0
B=_— 0 T3 — T9 0 1 — I3 0 To — I1 . (438)

T3 —Ty Y2 —Ys L1 —T3 Ys—Y1 T2—T1 Y1 — Y2

Fakt, ze macierz B nie zalezy od wspo6trzednych dowolnego punktu wewnatrz elementu
jest rownowazny z tym, ze odksztalcenia obliczane w takim elemencie maja stala wartoscé

na calym jego obszarze.
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Punkty calkowania (punkty Hammera)

Element ma jeden punkt catkowania numerycznego, w ktorym obliczane sg skta-

dowe stanu naprezenia. Punkt ten lezy w $rodku ciezkosci elementu.

Element tréjkatny 6-wezlowy

Omawiany element trojkatny klasy CY ma 6 wezlow po 2 stopnie swobody, tacznie
12 stopni swobody, oraz kwadratowe funkcje ksztattu. Element umozliwia modelowanie
obszaréw o krawedziach krzywoliniowych. Podczas testow pozwalat uzyskaé¢ zblizong do-
ktadnosé przy kilkukrotnie rzadszej siatce niz element 3-wezlowy. Najistotniejsze roznice
sa przy tym zauwazalne na zaokraglonych narozach strzemion, ktore nie wymagaty powaz-

niejszego zageszczenia w przeciwienstwie do wezesniej opisanego elementu trojweztowego.

Y4

Rysunek 4.10: Element trojkatny 6-cio weztowy.

Funkcje ksztaltu

Okreslone we wspolrzednych kartezjanskich przyjmuja posta¢ jak podano ponizej. W we-

ztach naroznych:

N — <2 Tiye — vy + (W —ye) o+ (2 — 7))y _1).
TjYe + 2 Y; + T Yi — T Yi — Tk Yj — Ti Yk
Tiyr — T Y+ (Y — ye) T+ (T — 15) Y
TiYp + T Y+ TR Y — XY — TeYj — T Yk

(4.39)

w weztach na srodkach bokow:

71



[ e — wny; + (s —ye) o+ (@6 — ) yl [wiy; — x50 + (Wi —y5) @ + (5 — @) y]
(ijykeriyj+$1cyi—$jyi—$kyj—l‘iyk)z

Ny =4 ;
(4.40)
gdzie:

i, j, k =1, 3, 5 — kolejne wezly i funkcje ksztaltu,

[, m,n =2, 4, 6 - kolejne wezly i funkcje ksztattu,

x;, y; — wspolrzedne i-tego wezlta elementu.

Przy zastosowaniu takich samych oznaczen weztow funkcje ksztaltu okreslone we wspot-
rzednych powierzchniowych przyjmuja ponizsze postacie:

wezly narozne:

N, =L;(2L; — 1), (4.41)
wezly na srodkach bokow:
Ny =4L; 1 L. (4.42)
n
3
A (
- 4O 2
L 5O o u1 g >
L 1 v

Rysunek 4.11: Znormalizowany element trojkatny szescioweztowy klasy CP.

Po znormalizowaniu elementu (rys. (4.11)) funkcje ksztaltu we wspolrzednych

lokalnych mozna wyrazi¢ nastepujaco:
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N, = £(26—1), (4.43)
Ny = 48,

N3 = n(2n-1),

Ny = dn(1-&—n),

Ns = (1-§—n)(1—-2{-2n),

Ne = 46(1-¢—n).

Macierz pochodnych funkcji ksztaltu

Macierz B jest zdefiniowana nastepujaco:

0Ny 0 ONo 0 ON3 0 ONy 0 ONs 0 ONg 0

ox ox ox ox ox ox
_ 0Ny 0Ny ON3 ONy ON5 ON,
B=| 0 2o o 2% o 24 o 2% g % o 0N | (444)

ON1 ON1 ONo ONo ON3 ON3 ONy ONy ONs ON5 ONg ONg
oy ox oy ox Jy ox oy ox oy ox oy ox

Punkty calkowania (punkty Hammera)

W elementach tego typu zastosowano 3 punkty catkowania numerycznego. Punkty
te zlokalizowane sa w % dhugosci srodkowych trojkata, blizej wierzchotka. Kazdy ma przy-
1

pisang jednakows wage rowng w; = 3.

4.5. Dane materialowe

Modul Younga i stala Poissona

Wszystkie z wykorzystanych materialow opisane sa modelem liniowo-sprezystym
—idealnie-plastycznym i w poczatkowej fazie obcigzania zachowuja sie zgodnie z prawem
Hooka. W przypadku pretowych elementéw stalowych wymagaly one okreslenia modutu
Younga F, za$ dla continuum modelujacego beton modutu sprezystosci FE,. i statej Po-
issona v.. Nalezy zauwazy¢, ze przeprowadzone wstepnie symulacje oraz doswiadczenia
innych badaczy wskazuja na drugorzedne znaczenie powyzszych parametréw dla konco-
wych wynikoéw. Wpltyw parametréw betonu i stali opisano krotko w dodatku A.4.

Modut sprezystosci betonu zalezy od zastosowanego kruszywa oraz matrycy ce-
mentowej, niemniej w pewnym uogdélnieniu mozna stwierdzi¢, iz jest zwigzany z jego
wytrzymaltoscia. W pracy wykorzystano zwigzki miedzy wytrzymaltosécia na $ciskanie —

jako parametrem glownym parametrem okreslajacym material — a modutem Younga.
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American Concrete Institute proponuje nastepujace zwiazki [1] :

B, = p! % 0,043 /F.. (4.45)

gdzie p. jest gestoscia wyrazona w kg/m? za$§ f. wytrzymalo$cia betonu na $ciskanie
wyrazona w MPa. Uzyskana jest w ten sposob wartosé liczbowa modutu sprezystosci

w MPa. Alternatywnie:
B, = 4700~/ f., (4.46)

dla betonéw na kruszywie zwyklym, czyli w sytuacji gdy wartos¢ p. miesci sie w przedziale
od 1440 do 2560 kg/m?. Obowiazujaca w wiekszosci krajow europejskich norma |33| zaleca

sposob okreslania przyblizonej wartosci modutu Younga wedlug nastepujacej reguty:
E.=22(0,11.)"", (4.47)

gdzie wytrzymatos¢ na $ciskanie f. jest wyrazona w MPa, a uzyskany wynik w GPa,
przy czym zastrzega, ze wartosci tak obliczone sa wlasciwe dla betonéw na kruszywie
kwarcytowym. Dodatkowo powyzsza norma zaleca wprowadzenie korekt w przypadku
uzycia innego kruszywa. Wspotezynnik korekeyjny przyjmuje nastepujace wartosci:

1. dla lekkich betonéw kruszywowych wynik nalezy pomnozy¢ przez wspotczyn-
nik np = (pc/2200)°, gdzie gestosé p. jest wyrazona w kg/m?, sam wspolczynnik jest
bezwymiarowy,

2. dla kruszyw wapiennych wartosé¢ obliczona wedtug (4.47) pomniejszy¢ o 10 %,

3. dla kruszyw piaskowych warto$¢ obliczong wedtug (4.47) pomniejszy¢ o 30 %,

4. dla kruszyw bazaltowych wartosé¢ obliczona wedtug (4.47) powiekszy¢ o 20 %.

Roznice wynikéw pomiedzy obiema metodami dla beton6w zwyktych nie przekra-
czaja kilku procent. Przy przygotowaniu dalej prezentowanych przyktadéw obliczeniowych
najczesciej stosowano druga z wymienionych formut czyli (4.47).

Stata Poissona 1, dla betonu w modelu obliczeniowym zostala ujeta jako stata
materialowa o niezmiennej wartosci w caltym zakresie sprezystym. Opierajac sie na ksiazce
Brooksa z 2014 [17] mozna stwierdzi¢, ze w zakresie wytezenia materiatu do okoto 40 %
no$noéci zalozenie to jest niemal §cisle spelnione, a jej warto$¢ miesci sie w przedziale
v, = 0,15 — 0,20. Dalej, wraz z obciazaniem osiowym probek, dochodzi do propagacji rys
podtuznych i obserwacji odksztatcen poprzecznych wiekszych niz we wcze$niejszym zakre-
sie, co nalezy interpretowac jako wzrost warto$ci statej Poissona. Tuz przed zniszczeniem,
gdy material traci cze$ciowo ciaglosé, moze przyjmowaé wartosci zblizone do 0,5, a nawet
pozornie przekraczaé te warto$é. Z kolei norma Badanie betonu. Oznaczanie predkosci fali
ultradzwiekowej 12| podaje wartosci stalej v, w zakresie od 0,18 do 0,36, uzalezniajac je
glownie od zastosowanego kruszywa. Zas§ w publikacji Pulse velocity through concrete [9]

wskazano na warto$¢ v, = 0,19 dla stwardnialego betonu. Wspomniana wcze$niej norma
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[33] zaleca przyjmowaé stala warto$é¢ v. = 0,2 i te¢ wartos¢ przyjmowano w przykladach
obliczeniowych.

Czesci sktadowe zbrojenia poprzecznego modelowane sa przez elementy pretowe,
a nie jak rdzen betonowy przez continuum, totez wystarczajace jest okreslenie dla nich
(poza granica plastycznosci) wartosci modutu Younga E,. Metal Handbook [8] podaje
wartodci stalych materialowych dla réoznych gatunkow stali, stosujac podzial i nazewnic-
two wedlug standardéow amerykanskich. Wartosci modutu Younga, w zalezno$ci od stopu,
przyjmuja wartosci Eg = 190 — 210 GPa. Norma [33| nie precyzuje przedziatu wartosci
modutu Younga, jakie musi spetniac¢ stal zbrojeniowa by byta dopuszczona do stosowania,
wiec w deklaracjach zgodnogci i aprobatach technicznych stali zbrojeniowych dostepnych
na polskim rynku zwykle ta wielko$¢ nie jest okreSlana. Jednocze$nie zalecana przez nig
do obliczent wartos¢ wynosi E5 = 200 GPa dla zbrojenia niesprezonego, Fs = 205 GPa dla
strun sprezajacych, a Ey = 195 GPa dla splotéw kabli sprezajacych.

Kat tarcia wewnetrznego i sp6jnosé

W pracy do opisu warunku plastycznosci betonu ostatecznie wykorzystywane sa
dwa modele dwuparametrowe: Druckera—Pragera i Mohra-Coulomba z niestowarzyszo-
nym prawem plyniecia oraz model piecioparametrowy Willama-Warnkego ze stowarzy-
szonym prawem plyniecia. Dostepny material badawczy, na podstawie ktorego przeprowa-
dzono weryfikacje poprawnosci dziatania zaprezentowanego modelu, dostarczal niedosta-
teczng ilosé¢ informacji, by jednoznacznie okresli¢ powierzchnie plastyczna dla poszczegol-
nych modeli. Spowodowane jest to faktem, iz w przewazajacej liczbie przypadkéw podano
jeden wiodacy parametr badanych betonéw (wytrzymalosé na jednoosiowe Sciskanie), zas
wyniki dla préobek skrepowanych zbrojeniem poprzecznym w czesci prezentowaty peten
przebieg relacji naprezenie-odksztalcenie [94, 111, 128, 127|, w cze$ci — wyniki sity osio-
wej powodujacej zniszczenie badanej probki jak np. [97, 98]. W konsekwencji konieczne
byto przeprowadzenie dodatkowego badania, ktore pozwolitoby powigza¢ brakujace dane
materialowe z dostepnymi. Dla modeli Druckera—Pragera i Mohra-Coulomba problem
ten mozna rozwigza¢ przyjmujac stala warto$é¢ dla jednej ze stalych materiatlowych. Wy-
konujac przeksztalcenia warunku sformutowanego przez Coulomba w 1776 r. w postaci
|T| = ¢ — o tan(¢) otrzymamy zaleznosci pomiedzy jednoosiowa wytrzymaloscia na $ci-

skanie i rozcigganie oraz kohezja i katem tarcia wewnetrznego:

_ 2ccos(9)

"= T ain(a) (4.48)
_ 2ccos(9)

oc = —1 — Sln(gb) . (449)
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Wowczas rozwigzaniem moze by¢ ustalenie stalej wartosci jednej sposrod nie-
wiadomych badZz wprowadzenie dodatkowego rownania (prawa) wiazacego dwie z nie-
wiadomych. Ostatecznie, po wykonaniu licznych prob dla réznych wartosci kata tarcia
wewnetrznego i spojnosci, wybrano ustalenie statej wartosci kata tarcia wewnetrznego
¢ = 37° i skorelowanej z niag wartosci kohezji wg rownania (4.49). Przed dokonaniem
takiego wyboru rozwazono nastepujace mozliwosci:

1. wprowadzenie zaleznosci pomiedzy og i o¢ na podstawie np. [51, 33, 38| lub
innych publikacji;

2. ustalenie wartosci kata tarcia wewnetrznego ¢;

3. powigzanie wartosci kohezji z innymi parametrami.

Ostatnia z mozliwosci zaktada, ze mozna wyrazi¢ spojnosé¢ poprzez kombinacje
innych parametréow. Arslan w swoich pracach [4, 5] proponuje ustalenie stalej wartosci

kohezji w nastepujacych postaciach:

c=0,23 In(EyD3{ax), (4.50)
lub:
2D3
¢ =023 In (UR—MAX> : (4.51)
GKirchhoff
gdzie:

Ey — poczatkowy modul odksztatcalnosci podtuznej (modul Younga),
Dumax — maksymalny $rednica ziaren kruszywa,

GKirchnoft — modut odksztalcalnosci poprzecznej (modut Kirchhoffa),
or — wytrzymalo$¢ betonu na rozcigganie.

Wykorzystanie tego podejscia w pracy wymagaloby wprowadzenia dodatkowego
parametru w postaci maksymalnego wymiaru kruszywa, ktory to parametr nie zawsze
podawany jest w publikacjach wynikow badan. Pozostale dwa parametry (moduty Younga
i Kirchoffa) juz wczesniej zostaly wprowadzone do modelu (dokladnie modul Younga
E i stata Poissona v). Niemniej w sytuacji, gdy te stale nie sa powiazane z kohezja,
po serii prob numerycznych zauwazono, ze ich wplyw na nosnos¢ betonowego przekroju
skrepowanego zbrojeniem nie jest decydujacy. Stwierdzenie tego faktu bylo istotne w celu
zweryfikowania przyjetego uprzednio zatozenia, ze wartosci £ i v moga by¢ wyrazone
przez state wartosci, do tego wprowadzone ze znanych zaleznosci.

Na podstawie wynikéow badan, zaprezentowanych w pracy Pula i innych z 2017
[89], mozna z kolei poczyni¢ spostrzezenie, ze wartos¢ kohezji odpowiada 20% — 27 %
wartosci wytrzymalodci na $ciskanie.

Inny przyktad obliczenia wartosci kohezji znajdujemy w artykule Lublinera i in-
nych z 1989 [62|. Praca przedstawia kompleksowy model zachowania betonu wraz z opisem

powierzchni zniszczenia i prawem plyniecia. W tym przypadku spojnosé zostata potrak-
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towana jako funkcja zalezna od stanu naprezenia. Dodatkowo przedstawiony w powyzszej
pracy model zawiera powigzany z nia mechanizm zniszczenia (degradacji). Podobne ujecie
zaprezentowane jest w takze w pracy Erzara i Forquina z 2014 [31], gdzie zmiana kohezji
jest zwigzana ze wzrostem odksztalcen plastycznych i postepujacym zniszczeniem mate-
rialu. Takie rozwigzanie nie zostalo przyjete, gdyz wymagaloby istotnego przebudowania
zaprezentowanego wczesniej modelu obliczeniowego.

Wg artykutéw Mirmirana z 2000 czy Sadeghiana z 2008 |68, 104], a takze bazujac
na pierwowzorze zawartym w pracy Rochette’a i Labossie’re’a [100], zar6wno kat tarcia

wewnetrznego jak i kohezje mozna opisac¢ i oblicza¢ na podstawie wytrzymatosci betonu

- 3

c= (ac - 5\/5) %:(ﬁf). (4.53)

Wiele sposrod dalej cytowanych pozycji sugeruje, ze dla betonow kat tarcia we-

na Sciskanie wg wzorow:

wnetrznego moze by¢ parametrem przyjmujacym stata wartos¢. Spotykane w literaturze
propozycje obejmuja szeroki przedzial proponowanych wartosci w zakresie od ¢ = 20°
za Ferhoune i Zeghiche [35] do nawet ¢ = 55°. De Borst [120] zaleca przyjmowanie dla
skal, betonow i gruntow wartoéci w zakresie ¢ = 15° — 45° proponujac w przypadku
betonéw ograniczy¢ sie do zakresu ¢ = 30° — 35°. Onate i inni [80| rozszerzaja ten
zakres do ¢ = 25° — 35°, ale jednocze$nie zauwazaja, ze w przypadku stosowania nie-
modyfikowanego kryterium Mohra—Coulomba bez dylatancji (tzn. ¢ = 0°) wskazane jest
przyjmowanie wartosci wyzszych siegajacych nawet ¢ ~ 60°. Czesto stosowanag wartoscia
kata jest ¢ = 37° |7, 96, 117, 118]. Wartosci zblizone pokazuja takze wspotczesne badania
betonéow zawarte w pracy Pula i innych z 2017 [89|, gdzie wyniki oscyluja w zakresie
¢ = 29,8° — 41,7°. Pojawiaja sie tez postulaty by przyjmowaé warto$ci wyzsze, siegajace
nawet ¢ = 55° jak podaje Fujita i inni [38|. Autorzy powyzszego artykutu zauwazaja
dodatkowo, ze stosunek wytrzymalosci na rozcigganie do wytrzymalosci na $ciskanie jest
staly i wynosi or/oc = 0,05. W celu skalibrowania zaprezentowanego wczesniej w pracy
modelu przeprowadzono serie obliczenn probnych poréwnujac uzyskane wyniki z dostep-

nymi w literaturze wynikami badan.

Kat dylatancji

Stosujac stowarzyszone prawo plyniecia kat tarcia wewnetrznego ¢ determinuje
warto$¢ kata dylatancji v = ¢ 1 w czeSci przygotowanych przykltadow obliczeniowych
przyjeto takie rozwiazanie. Stowarzyszone prawo plyniecia zastosowano m.in. w pracy
Lublinera z 1989 [62]. Ponadto w wykorzystanych do dalszych analiz modelach Druc-
kera-Pragera i Coulomba-Mohra w gléwnych obliczeniach wykorzystano niestowarzy-

szone prawo plyniecia przyjmujac funkcje potencjatu plastycznego G(1)). Vermeer i de Borst
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[120]| dla betonu oraz skal litych przytaczaja wartosci kata dylatancji ¢ = 0° — 20°, ale
dowodza takze, iz przyjecie wartosci nizszych od zera jest teoretycznie mozliwe i dopusz-
czalne, gdy material traci sztywno$¢ po uplastycznieniu i staje sie niestabilny (jak luzne
piaski), za$ przyjmowanie wartosci wyzszych od kata ¢, gdy po uplastycznieniu nastepuje
wzmocnienie. Kolejno Onate i inni [80] podaja, ze dla betonow typowa i odpowiednia

wartoscia jest ¢ = 15°. Z kolei Gajewski i Grabowski [40] przyjmuja ¢ = 38°.

Parametry modelu Willama—Warnkego

Wykorzystywany w niniejszej pracy opis betonu jest bezposrednia implementacja
rozwigzan zaproponowanych przez autorow [124]. W zaltaczniku do swojego artykutu zesta-
wiaja proponowane badania, ktore sa wystarczajace do wyznaczenia ksztaltu powierzchni
plastycznej — 3 punkty zniszczenia przy kacie Lodego 68 = 0° i 3 przy kacie Lodego 6 = 60°.
Kazdy z tych dwoch trzypunktowych zestawow jednoznacznie opisuje skrajne parabole be-
dace §ladem powierzchni plastycznej na ptaszczyznach zawierajacych o§ hydrostatyczna
i ustawionych pod odpowiednim katem 6. Oczywiscie obydwie parabole musza spotkaé
sie we wspolnym wierzchotku stad wystarczajace jest przeprowadzenie wytacznie pieciu
testow. Wartosci parametrow ag, aq, as, by, by, by ustalone sa wzgledem normy oc— wy-
trzymatosci betonu na $ciskanie, ktora stuzy przeskalowaniu calej powierzchni z zacho-
waniem podobienstwa ksztaltu. Wykorzystujac dodatkowo wytrzymatosé na trojosiowe
rOwnomierne rozciagganie — og, oraz dwuosiowe réownomierne $ciskanie — og konieczne jest
wykonanie jeszcze dwoch testow, ktore doprowadza do zniszczenia na potudniku ,rozcia-
ganym” (6 = 0°, okreslany jest stan naprezenia ;, p1) i potudniku ,Sciskanym” (6 = 60°,

okreslany jest stan naprezenia &, p2). Wowczas wartosci szukanych statych da sie wyrazié

nastepujaco:
20p 4 (op\> 2 oB
=—-——qaq— = | — —— 4.54
a0 ?)O'Ca1 9 (Jc) a2+ 15 O'C’ ( )
1 20’3 — OR \/E OR — 0B
_ = = 2 4.55
“ 3 ( oc >a2—|— 520 4+ o’ ( )

() eam)

20B+oRr 208 la'R QO'RG'B
< ) (51 3‘7061 3"061 ot >

by = —&oby — &2bs, (4.57)
b 1 b g o 4.58
G — (1.59)

p2 (So+3) — /2 (& +&)
(o+&)(&2—3) (bo+3)
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W powyzszych wzorach przez £, rozumiana jest wspotrzedna hydrostatyczna wierzchotka

obydwu parabol, ktora mozna obliczy¢ znajac trzy pierwsze parametry:

—Qa1 — \a; — 4&0 a9

2@2

f = (4.60)

Wartosci przyjetych tu wielkosci p i & zaleza od wartoSci niezmiennikéw tensora stanu

naprezenia wedtug ponizszych regul:

1
iy
=3 4.61
-1, (161
5
= 4.62
p== (4.62)
Przyjmowane w dalszych obliczeniach wartosci parametrow ay = 0,08055545;

a; = —0,51426114; ay = —0,02805677; by = 0,11979267; by = —0,76005290; ustalono
bezposrednio 7 artykutu [124] prezentujacego model. Willam i Warnke opierali sie na
badaniach Launay’a i Gachona z 1972 roku, w ktorym opisano odksztatcenia i wytrzyma-
tosé betonow w réznych wariantach tréjosiowego Sciskania. Przyjete wartosci odpowiadaja
sytuacji gdzie wytrzymatosé og = 1,80¢, or = 0,150¢, a dodatkowe punkty zniszczenia
ustalono przy stanie naprezenia & = & = 3,67, pp = 1,59, po» = 1,94. Na rys. 4.12
przedstawiono §lad powierzchni plastycznej na plaszczyznie dewiatorowej wyznaczonej
dla naprezen glownych o1 = 0o = —5MPa, 03 = —35MPa, w zakresie kata Lodego
6 = 0° — 60°. Wspotrzedne rownoleznikowe wyrazone sa w skali wg wzoru (4.62). Dla
poréwnania umieszczono Slad stosowanego w pracy modelu Druckera—Pragera opisanego

na ostrostupie Mohra—Coulomba.

4.6. Opis zastosowanego oprogramowania

Matematyczny opis wykorzystanych modeli znajduje sie we wczesniejszej cze-
Sci pracy, w tej czesci przedstawiony zostanie techniczny sposob ich realizacji. Do wielu
procesOw wykorzystano oprogramowanie komputerowe, a gtowne symulacje wykonano na
serwerze Katedry Mechaniki Materialow Politechniki L.odzkiej pracujacym w $rodowisku
GNU /Linux. Najwazniejsze programy, z ktorych korzystal autor to:

— FENAP - Finite Element Nonlinear Analysis Program autorstwa prof. Z. Wiec-
kowskiego — postuzyt do wykonania symulacji numerycznych metoda elementow skonczo-
nych Sciskania skrepowanych przekrojow betonowych,

— Maple w wersji 12. dystrybuowany i rozwijany przez Maplesoft — przy jego
uzyciu zostaly wykonane obliczenia symboliczne,

— LibreOffice Calc dystrybuowany przez The Document Foundation — arkusz kal-
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Rysunek 4.12: Slad powierzchni plastycznej Willama-Warnkego i Druckera-Pragera na
plaszczyznie dewiatorowe;j.

kulacyjny wykorzystywany gtownie do koncowej obrobki wynikéw uzyskanych przy uzyciu
programu FENAP.

Ponadto do przygotowania plikow wejsciowych do programu FENAP uzywano
edytorow tekstu oraz skryptow, ktore umozliwity przynajmniej czeSciowa automatyza-
cje ich tworzenia przez generowanie siatek obliczeniowych, definiowanie elementow czy
wprowadzanie warunkow brzegowych.

Przebieg calego procesu dla wszystkich dalej prezentowanych serii obliczen byt
taki sam. W pierwszej kolejnosci przygotowywano plik opisujacy geometrie rozwigzywa-
nego zadania. Zawieral on opis krawedzi przekroju, inne linie, na ktoérych znajdowac
sie mialy osie zbrojenia poprzecznego (strzemiona, zwoje), a takze podzial na obszary.
Ten ostatni zabieg pozwala prosto wydzieli¢ przy koncowej obrobce wynikéw elementy
skonczone wewnatrz poszczegdlnych czesci przekroju i na tej podstawie dokona¢ dodat-
kowych analiz i operacji (np. obliczy¢ $rednie naprezenie w poszczegdlnych sekcjach).
Na tym etapie wprowadzano mozliwe redukcje obszaru obliczeniowego przez wykorzysta-
nie osi symetrii. Zarys przekroju w docelowych modelach obejmowal wytacznie rdzen.
Warto nadmieni¢, ze w poczatkowej fazie obliczen wykonywane byly takze na siatkach
obliczeniowych wraz z otuling, ale podczas analizy wynikow konsekwentnie obserwowano
osiggniecie dopuszczalnych naprezen rozciagajacych w plaszczyznie przekroju na granicy
rdzenia i otuliny. Odpowiada to fizycznemu zjawisku odspajania otuliny przy wyzszych

wartosciach odksztalcen podtuznych stupa.
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Przygotowanie danych Obliczenia Opracowanie wynikow

Opis geometrii Obcigzenie geometryczne Obroébka wynikow
linie krawedzi przekroju, osie zbrojenia zadawane w réwnych przyrostach sifa w zbrojeniu podtuznym,
poprzecznego, obszary dyskretyzacji odspajanie otuliny
Dyskretyzacja Rowigzanie iteracyjne Synteza wynikéw
generowanie siatki MES wedtug sprezysto-plastyczne w kazdym kroku obliczanie sity osiowej, efektywnosé
zadanych regut obcigzenia metodg Newtona-Rapphsona skrgpowania obszaréw
Budowanie modelu Wyniki obliczen Prezentacja wynikow
definiowanie elementéw MES, definicja przemieszczenia weztow wykresy relacji naprezenie-odksztaicenie,
warunkow brzegowych, statych materiat. sity przekrojowe sita osiowa-wybrany parametr itp.

Rysunek 4.13: Algorytm ogdlny przygotowania modeli.

W dalszej kolejnosci, na podstawie tak przygotowanego pliku generowano siatke
obliczeniowa. Docelowo w obliczeniach stosowano elementy z kwadratowymi funkcjami
ksztattu, a okreslenie wymaganej gestosci podzialéw osiggnieto eksperymentalnie, wy-
konujac poczatkowo obliczenia dla r6znej wielkosci elementow i porownujac dokladnosé
rozwigzania z najlepszym z uzyskanych. Ostatecznie standardem w przedstawionych ob-
liczeniach byto stosowanie siatek, w ktorych maksymalny wymiar elementu wynosit okoto
10 % wymiaru dyskretyzowanego pola. W obszarach mozliwych koncentracji badz zmiany
kierunku naprezen gléwnych wymiar elementéw stopniowo zmniejszano o okoto 1 rzad
wielkoSci. Trzeci etap polegal na wprowadzeniu do przygotowanej siatki elementoéw skon-
czonych: trojkatnych do modelowania obszaru betonowego, pretowych krzywoliniowych
w miejscu prowadzenia pretéw zbrojenia poprzecznego. Dodatkowo na tym etapie plik
startowy uzupelniany byl o warunki brzegowe, dane materiatowe oraz informacje o ob-
cigzeniu — zakres definiowanych odksztatcen podtuznych oraz liczbe krokéw, w ktorych
obcigzenie ma by¢ przykladane.

Po przygotowaniu danych nastepowata zasadnicza symulacja numeryczna bazu-
jaca na opisanym modelu obliczeniowym, wykonywana programem FENAP. Wykorzystu-
jac przemieszczeniowe sformutowanie metody elementéw skoniczonych w ptaskim stanie
odksztalcenia otrzymywano pola naprezeri i przemieszczen w kazdym kroku obciazenia.
Program umozliwia bezposredni wglad w komplet wynikéw tzn. wynikowy plik tekstowy
zawiera wartosci wszystkich stopni swobody i warto$ci sil wewnetrznych obliczanych
we wszystkich punktach catkowania numerycznego w kazdym kroku obciazenia. Ponadto
oferuje standardowa prezentacje wynikow w formie graficznej. Za wykorzystaniem tego
oprogramowania przemawiata jego dostepno$é¢ oraz mozliwosé dostosowania do potrzeb

rozwigzywanego zadania.
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Ostatni krok kazdej serii obliczen obejmowat ich konicowa obrébke. Wykorzysty-
wano do niej skrypty pozwalajace na selektywny wybor wynikow sposrod dostepnych,
a nastepnie ich import do arkusza kalkulacyjnego. W ten sposob przygotowano wyniki
koricowe stuzace stworzeniu nastepujacych rezultatow: wykresy sity osiowej (lub znorma-
lizowanej sity osiowej) zalezne od odksztalcenia podtuznego stupa, wykresy obrazujace
wplyw roznych czynnikow (np. stopnia zbrojenia poprzecznego, stosunku dlugosci bo-
kow przekroju prostokatnego itd.) na efektywnosé skrepowania, rysunki srednich wartosci
naprezenn normalnych w poszczegbélnych polach na przekrojach skrepowanych wieloma
zwojami/strzemionami. Na tym etapie dodawano site w zbrojeniu podtuznym (jezeli taka
byta konieczna w analizowanym przykladzie). Schemat algorytmu postepowania przy roz-

wiazywaniu zadan rachunkowych zamieszczono na rys. (4.13).



5. Przyklady obliczen

5.1. Serie poréwnawcze z wynikami badan tajwairiskich Yin i inni
[128, 127]

O powyzszych badaniach wspomniano wyzej przy okazji przegladu literatury,
gdzie podano podstawowe informacje o zakresie i wynikach do$wiadczen. Na podsta-
wie przedstawionych w pracach [128, 127| danych probek doswiadczalnych przygotowano
modele numeryczne. W obrebie danej serii probek stosowano te same siatki oblicze-
niowe, w docelowych symulacjach, ktérych wyniki ponizej sa prezentowane stosowano
siatki elementow 6-wezlowych trojkatnych (rys. 5.2), elementy uzwojenia modelowano
3-wezlowymi zakrzywionymi elementami pretowymi. Przekroje poprzeczne uzwojenia zo-
staly dobrane tak by odpowiadaly zbrojeniu na jednostkowej dlugosci stupa (odpowia-
dajaca wielkosci 1m). Do opisu stali zastosowano model materialowy Hubera—von Mi-
sesa, za$ rdzen betonowy przedstawiono stosujac 3 rézne podejscia, ktore roznily sie
zastosowanym kryterium plastycznosci. Dla kazdej zbadanej probki docelowo przygoto-
wano 3 modele: w pierwszym elementom rdzenia przypisano warunek wytrzymaltosciowy
Mohra-Coulomba z niestowarzyszonym prawem ptyniecia, przyjmujac stala wartosé kata
tarcia wewnetrznego ¢ = 37°, stala warto$¢ kata dylatancji ¢ = 30° oraz zalezna od war-
tosci wytrzymatosci betonu wartos¢ kohezji ¢ = 8,576 MPa dla betonu o wytrzymatosci
fo = 34,4 MPa oraz ¢ = 17,126 MPa odpowiednio dla f. = 68,7 MPa. W drugim modelu
roznica polegala na zastosowaniu dla betonu kryterium Druckera—Pragera z wykorzy-
staniem stozka opisanego na ostrostupie Mohra—Coulomba, takze z niestowarzyszonym
prawem plyniecia, przyjmujac takie same dane materiatowe. Trzeci model wykorzystywat
piecioparametrowy warunek plastycznosci Wilama-Warnkego ze stowarzyszonym prawem
plyniecia. Parametry opisane we wzorach (3.56), (3.57) przyjeto o nastepujacych war-
tosciach: ag = 0,08055545; a; = —0,51426114; ay = —0,02805677; by = 0,11979267;
by = —0,76005290; by = —0,07195738; za$ wartos¢ o, przyjmowalta odpowiednie wartosci
wytrzymaltosci betonu na $ciskanie okreslone tu przez f.. Uzwojenie modelowano tak samo
we wszystkich trzech przypadkach.

Zaprezentowane poréwnanie odnosi sie do drugiej czesci cytowanych badan [128],
ktora obejmowala 4 serie od 2 do 6 probek dla jednego sposobu ksztaltowania zbrojenia.
Wymiary geometryczne i sposob obcigzania probek we wszystkich seriach byty jednakowe.
Serie roznit sposob ksztaltowania zbrojenia poprzecznego (rys. 5.1). Pierwsza, oznaczona

jako T (ang. tie — wiazanie w znaczeniu strzemie), obejmowala 2 probki zbrojone strzemio-
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Tablica 5.1: Podstawowe dane badanych probek, opisanych przez [128|.

Stopien zbr. Minimalny
. Wytrzym. .
Oznaczenie betont f. [MPal Wytrzym. stali poprzeczn. st. zbr. wg
¢ fye [MPa pr [%] 2]
T1 34,4 274,7 2,20 2,26
T2 68,7 412,0 2,90 3,01
451 34,4 274,7 2,05 1,63
452 68,7 412,0 3,07 2,17
453 34,4 274,7 4,74 1,63
454 34,4 274,7 3,65 1,63
4S5 34,4 274,7 1,54 1,63
551 34,4 274,7 2,64 1,64
552 68,7 412,0 1,76 2,19
553 34,4 274,7 2,24 1,64
554 34,4 274,7 2,20 1,64
555 34,4 274,7 1,26 1,64
ST1 34,4 274,7 1,55 b.d.
ST2 68,7 412,0 2,09 b.d.
ST3 34,4 274,7 2,06 b.d.
ST4 34,4 274,7 2,75 b.d.
ST5H 34,4 274,7 2,25 b.d.
ST6 34,4 274,7 1,55 b.d.

nami czterocietymi. Druga seria, oznaczona 4S (ang. 4 spirals), obejmuje 5 krotkich stu-

pow zbrojonych czterema rozsunietymi, czeSciowo wzajemnie na siebie zachodzacymi zwo-

jami. Trzecia opisana jako 5S (ang. 5 spirals) skladala sie z 5 probek z jednym gtownym

zwojem i czterema mniejszymi umieszczonymi w narozach kwadratowego przekroju po-

przecznego. Ostatnig serie, nazwang ST (ang. spiral-tie), stanowito 6 probek, na ktorych

uzwojenie sktadal sie jeden gltowny zwoj oraz umieszczone wzdtuz przekatnych przekroju

jednociete strzemiona (przytrzymujace prety zbrojenia podtuznego umieszczone najbli-

zej narozy). Probki poszczegolnych serii pomiedzy soba réznily sie stopniem zbrojenia

poprzecznego, skokiem uzwojenia (lub rozstawem strzemion), Srednica uzytych pretow,

a takze zastosowanymi materiatami (tab. 5.1).

Rysunek 5.1: Przekroje poprzeczne probek za [128, 127].
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Rysunek 5.2: Siatki wykorzystane przy prowadzonych symulacjach.

Porownanie rezultatow opublikowanych przez autorow [128, 127] z wynikami prze-
prowadzonych symulacji zaprezentowano na wykresach przedstawiajacych $rednie napre-
zenia normalne w rdzeniu betonowym w funkcji odksztalcenia stupa (skrocenia). Kolorem
niebieskim zaznaczono przebieg krzywej doswiadczalnej, kolorem czerwonym symulacje
z warunkiem plastycznosci Druckera—Pragera, z6ttym Mohra-Coulomba, zielonym Wil-
lama-Warnkego. Pomimo, ze rzeczywiste probki tracily reszte no$nosci przy wyzszych

odksztalceniach symulacje konczono przy odksztalceniu 1 %.
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Rysunek 5.3: Wykresy §rednie naprezenie w rdzeniu—-odksztatcenie dla probek serii T.
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Rysunek 5.4: Wykresy érednie naprezenie w rdzeniu-odksztatcenie dla probek serii 4S.
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Rysunek 5.5: Wykresy érednie naprezenie w rdzeniu-odksztatcenie dla probek serii 4S.
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Rysunek 5.6: Wykresy érednie naprezenie w rdzeniu-odksztatcenie dla probek serii 5S.
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Rysunek 5.7: Wykresy érednie naprezenie w rdzeniu-odksztatcenie dla probek serii 5S.
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Rysunek 5.10: Rozktad naprezen osiowych w modelu probki 5S1. Na wstepnym etapie wy-
korzystano siatke wraz z otuling rdzenia, widoczne sa naprezenia rozciaggajace na granicy
tych obszarow.

Analiza modelu obliczeniowego

Na podstawie powyzszych wykresoéw mozemy zauwazy¢ pewne prawidtowosci. Po
pierwsze zauwazamy, ze dla tych samych parametrow materialowych najwyzsze rezultaty
otrzymywane sa dla modelu Wilama—Warnkego (dalej w skrocie WW), najnizsze dla mo-
delu Mohra—Coulomba (dalej MC), zas model Druckera—Pragera (dalej DP) daje wynik

posredni, przy czym dla przekrojow zbrojonych wylacznie spiralami (gdzie stan naprezenia
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jest najbardziej jednorodny) wynik ten jest bardzo zblizony do rezultatéw z modelu MC.
Fakt ten znajduje uzasadnienie w konstrukecji warunkow plastycznodci:

1. W modelu DP powierzchnig plastyczng jest stozek opisany na ostrostupie MC.
W typowej dla przekroju skrepowanego sytuacji zniszczenie przekroju (jego petne upla-
stycznienie) nastepuje w stanach naprezenia, ktorym odpowiadaja w przestrzeni napre-
zen glownych punkty znajdujace sie w poblizu krawedzi ostrostupa MC bedacej czescia
wspolng ze stozkiem DP. Stan naprezenia w punktach ulegajacych uplastycznieniu zwykle
ksztaltuje sie tak, ze naprezenie $ciskajace wzdtuz osi stupa (jedno z naprezen glownych)
osiaga warto$¢ ekstremalna, zas pozostale naprezenia glowne (w plaszczyznie przekroju
poprzecznego stupa) osiagaja wartosci wielokrotnie nizsze, takze $ciskajace. Warto za-
zmaczyC, ze w przypadku uzwojenia okraglego wartosci obydwu pozostalych naprezen
sa porownywalne co do wartosci i praktycznie stale na calej powierzchni rdzenia, zas
w przypadku uzwojenia bardziej ztozonego pojawiaja sie zauwazalne roznice w wartosciach
w réznych czesciach przekroju, oraz réznice miedzy oy i o w danych punktach przekroju.
Im wieksza jest ta roznica tym bardziej oddala sie rozwigzanie uzyskane modelem MC do
uzyskanego modelem DP.

2. Model WW ma wbudowane stowarzyszone prawo plastycznego plyniecia, co
odpowiada osiagganiu wyzszych wartosci kata dylatancji ¢. Jest to rownoznaczne ze zwiek-
szonym wzrostem objetosci uplastyczniajacego sie rdzenia betonowego, to z kolei prowadzi
do intensywniejszego oddzialywania na zbrojenie poprzeczne w drugiej fazie pracy prze-
kroju — uplastycznienie rdzenia betonowego, przy sprezystej pracy uzwojenia. Zjawisko
powyzsze ttumaczy bardziej strome nachylenie wykresu o-¢ w tej fazie pracy.

Druga wspolng cecha charakterystyczna dla wszystkich symulacji jest przebieg
relacji naprezenie—skrocenie. Mozemy we wszystkich symulacjach wyr6zni¢ nastepujace
etapy pracy stupa (rys. 5.12):

1. Faza pierwsza — praca sprezysta. Zastosowane uzwojenie, ograniczajac od-
ksztatcalno$é¢ poprzeczng, nieznacznie wpltywa na wzrost sztywnosci osiowej stupa betono-
wego w porOwnaniu z analogicznym przekrojem nieuzwojonym. Wielko$¢ efektu zalezy od
stopnia zbrojenia poprzecznego, jego ksztaltu oraz stosunku modutu Younga materiatow
uzwojenia i rdzenia, takze od stalej Poissona betonu v.. Relacja o—¢ jest liniowa. Za
umowne granice pierwszej fazy pracy przekroju przyjmijmy: poczatek — poczatek obcig-
zenia przekroju oraz koniec — poczatek uplastycznienia rdzenia.

2. Faza druga — wyrazny wzrost wartosci naprezenia w uzwojenia. W momencie
gdy rdzen doznaje odksztatcen plastycznych rozpoczyna sie zasadnicza praca uzwoje-
nia i od tego etapu istotnie wplywa na zachowanie mechaniczne rdzenia. Ograniczajac
odksztalcenia poprzeczne wywoluje powstawanie naprezen Sciskajacych w ptaszczyznie
przekroju, ktore umozliwiaja osigganie wyzszych wartosci naprezen Sciskajacych w osi
stupa betonowego. Dzieje sie tak dlatego, ze wowczas ro$nie warto$¢ pierwszego niezmien-

nika stanu naprezenia Iy, a uplastycznienie dokonuje si¢ na plaszczyznie dewiatorowej
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polozonej dalej od poczatku uktadu wspoétrzednych (rys. 5.11). W przypadku modeli MC,
DP i WW pozwala to osiagna¢ na powierzchni plastycznej wyzsze wartosci drugiego nie-
zmiennika dewiatora J,. Wykorzystujac opis stanu naprezenia wg Haigha—Westergaarda
taki stan rzeczy mozna wyrazi¢ nastepujaco: wyzsza wartos¢ wspotrzednej hydrostatycznej
¢ pozwala przed uplastycznieniem osiaggnaé¢ wyzsze wartosci promienia dewiatorowego p

dla odpowiadajacych wartosci kata Lodego 6.

Rysunek 5.11: Wizualizacja przestrzeni naprezen z zaznaczona osig hydrostatyczna (zie-
lona) i ptaszczyznami dewiatorowymi.

Za umowne granice 2. fazy pracy mozemy przyjac: poczatek — petne uplastycznie-
nie rdzenia betonowego, koniec — poczatek uplastycznienia uzwojenia. Ksztalt zaleznosci
o(e) jest liniowy lub zblizony do liniowego lecz mniej stromy niz w pierwszej fazie. Glowne
czynniki wplywajace na charakter pracy przekroju w tym zakresie to wartosci granic pla-
stycznosci materiatow (determinujace poczatek i koniec przedziatu), a takze kat dylatancji
1 betonu w przypadku modeli z niestowarzyszonym prawem ptyniecia. Dodatkowo istotne
jest uksztaltowanie uzwojenia, stopien zbrojenia poprzecznego i jego modut Younga.

3. Faza trzecia — plastyczne plyniecie calego przekroju. Po osiagnieciu granicy pla-
styczno$ci przez prety zbrojenia poprzecznego nastepuje rownomierny przyrost odksztal-
cen, ktoremu nie towarzyszy zmiana wartosci naprezen. Zastosowane modele obliczeniowe
nie zostaly wyposazone w mechanizmy pozwalajace zaobserwowaé¢ destrukcje materiatu
dla wyzszych wartosci odksztalceri i zwigzany z tym spadek nosnosci, jednak pozwalaja
odszukaé¢ warto$¢ szczytowa Srednich naprezen w rdzeniu, ktora jest najistotniejsza in-
formacja dotyczaca badanego przekroju poprzecznego z punktu widzenia bezpieczenstwa
konstrukeji. Obliczenia przerywano po osiggnieciu odksztalcenia podtuznego10 %o. Relacja
o—¢ w tym przedziale jest funkcja statyg. Warto$¢ graniczna naprezen zalezy przede wszyst-
kim od ksztaltu zbrojenia poprzecznego, stopnia zbrojenia oraz granicy plastycznosci stali

zbrojeniowej oraz od wytrzymalosci betonu, z ktérego wykonano rdzen.
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Rysunek 5.12: Fazy pracy przekroju na przykladzie przekroju kwadratowego zbrojonego
strzemionami prostymi.

Ponadto warto zauwazy¢, ze przejScia miedzy tak zdefiniowanymi fazami sa ostre
tylko dla kotowego przekroju z okraglym uzwojeniem, w ktorym wystepuje jednorodny
stan naprezenia. W pozostalych przypadkach pojawiaja sie odcinki przejSciowe, przyj-
mujace zwykle ksztalt krzywej gtadko przechodzacej miedzy odcinkami liniowymi. Do-
datkowo im mniej osiowosymetryczne jest zbrojenie poprzeczne, tzn. jego ksztalt coraz
bardziej rozni sie od okregu, tym odcinki przejéciowe sa dhuzsze a przejscia tagodniejsze.
W przejéciu z fazy pierwszej do drugiej wystepuje czeéciowe uplastycznienie rdzenia be-
tonowego i stopniowe powiekszanie obszaru uplastycznionego w rdzeniu. W przypadku
przejécia z drugiej fazy do trzeciej zbrojenie poprzeczne stopniowo uplastycznia si¢ umoz-

liwiajac redystrybucje naprezenn wewnatrz przekroju az do jego pelnego uplastycznienia.

Modele obliczeniowe a wyniki badan wg [128, 127]

W wiekszosci przedstawionych przyktadéw widoczna jest zbieznos¢ wynikéw mo-
deli obliczeniowych z wynikami przedstawionych badan do$wiadczalnych. Najblizsze roz-
wigzania uzyskano dla serii zbrojonych spiralami, szczegolnie serii 5S. Poréwnywalnie
wysoka zgodno$¢ uzyskano dla serii ST, nastepnie 4S, za$ najmniej precyzyjnie model od-
zwierciedla wyniki serii T. Ponadto we wszystkich seriach pojawily sie pojedyncze probki
wyraznie gorzej odwzorowane przez model obliczeniowy od pozostatych. Udato sie wska-
za¢ wspolna ceche probek T2, ST2, 452 i 552, ktore wykazywaly najgorsza korelacje,
mianowicie wszystkie one i tylko one zostaly wykonane z betonu wysokiej wytrzymatosci,
o wytrzymalosci na $ciskanie f! = 68,7 MPa ~ 10000 psi i zbrojone strzemionami oraz
spiralami ze stali o fy; = 412,0 MPa ~ 60000 psi.
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Powyzsze spostrzezenia nasuwaja dwa gtéwne wnioski:

1. Przedstawiony model obliczeniowy dobrze radzi sobie z szacowaniem nos$nosci uzwojo-
nych przekrojow betonowych wykonanych z betonéw zwyktych, ale nie odzwierciedla
dobrze proceséw zachodzacych przy skrepowaniu stupéw wykonanych z betonéw wy-
sokich wytrzymalosci. Na odmienny charakter zjawiska w takich sytuacjach zwrocono
juz uwage w podsumowaniu rozdziatu 2. i brak w tym zakresie uniwersalnosci modelu
obliczeniowego byl przewidywang i przedstawiong w tezie badawczej konsekwencja
przyjetych na wstepie zalozen.

2. Gorsze odwzorowanie nosnosci przekroju w przypadku probki uzwojonej wylacznie
strzemionami moze mie¢ dwie podstawowe przyczyny: zalozona w modelu zgodno$é
przemieszczen weztow elementow rdzenia betonowego i pretow uzwojenia odpowiada
idealnej przyczepnosci i ciaglosci uzwojenia na obwodzie. Uproszczenie to jest z na-
tury odpowiednie dla zbrojenia poprzecznego wykonanego z ciagtego zwoju, ale przy
stosowaniu strzemion wymaga wiekszej ostrozno$ci. Spajanie pretéow zbrojenia po-
przecznego zapewnitoby ich ciggltoé¢, ale jest niepraktyczne i wlasciwie niespotykane.
Zblizony efekt mogtoby przynie$¢ stosowanie zaktadu na pelna dhugosé¢ zakotwienia,
lecz to z kolei, cho¢ duzo prostsze, przyczynia sie do zwiekszenia zuzycia materiatu.
Ze zdje¢ zamieszczonych w [128] wynika, ze do wykonania zbrojenia poprzecznego
probki T1 uzyto pretow gladkich, a zakotwienie stanowity haki dtugosci okoto 10 em,
co 7 jednej strony odpowiada standardom wykonawczym, lecz prawdopodobnie byto
niewystarczajace by strzemiona na calej dtugosci pracowaly z pelng efektywnoscia.
Druga mozliwa przyczyna nizszej doktadnosci oszacowania wynika z wiekszej niejed-
norodnodci stanu naprezenia, ktorego odwzorowanie (szczegolnie przez modele dwu-

parametrowe) w punktach uplastycznienia jest mniej dokladne.

5.2. Przekroje o r6znym stopniu zbrojenia (przekroje

kwadratowe, prostokatne, okragte)

Rozwazany jest wplyw stopnia zbrojenia na efektywnosé skrepowania. W tym
celu przeprowadzono obliczenia podzielone na kilka serii, z ktorych kazda wyr6zniala sie
innym ksztaltem przekroju, zas wewnatrz serii modele roznity sie wylacznie stopniem
zbrojenia poprzecznego. Analizowano:

1. Przekroj kwadratowy o boku 400 mm, ze zbrojeniem w postaci strzemienia,
ktorego os potozona jest 30 mm od krawedzi przekroju, a promieri zaokraglenia wynosi
20 mm (rys. 5.25a na stronie 112).

2. Przekroj kwadratowy taki jak wyzej z dodatkowym strzemieniem utozonym
pod katem 45°, ktore podtrzymuje srodki bokow (patrz rys. 5.25b na stronie 112).

3. Przekroj prostokatny o wymiarach bokéw 400 mm i 1200 mm, ze zbrojeniem
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w postaci strzemienia, ktérego o$ potozona jest 30 mm od krawedzi przekroju, a promien
zaokraglenia wynosi 20 mm (rys. 5.13a).

4. Przekroj kotowy o drednicy 300 mm ze zbrojeniem poprzecznym w postaci
zwoju oddalonego od krawedzi przekroju o 30 mm, czyli o $rednicy 240 mm (rys. 5.13b).

Zaproponowane uklady zbrojenia pozwalaja spetni¢ warunki konstrukcyjne okre-
Slone przez polska norme PN-EN-1992-1-1 [33] przy wykonaniu strzemion z preta ¢8 i kla-
sie agresji srodowiska XC1, za wyjatkiem przekroju prostokatnego, ktory nie spelnia wa-
runku konstrukcyjnego maksymalnego rozstawu pretow podtuznych podtrzymanych przez
naroza strzemion. W przeprowadzonych obliczeniach wszystkie dane materialowe przyj-
mowano o stalej wartosci. Wtasciwosci betonu odpowiadaly warto$ciom charakterystycz-
nym betonu klasy C30/37 wedltug [33|, czyli wytrzymalo$¢ na Sciskanie f. = 30 MPa, stata
Poissona v = 0,2 oraz modut Younga E. = 32 GPa. Wlasnosci stali zbrojenia poprzecz-
nego odpowiadaja stali zbrojeniowej klasy AIlIn o granicy plastycznosci f, = 500 MPa.
Zbrojenie podluzne w rozwazanych modelach zostalo pominiete. Siatki obliczeniowe obej-
mowaly wylacznie rdzen przekrojow zamkniety zbrojeniem poprzecznym (z uwagi na zja-
wisko spallingu), a wymiar elementu siatki wynosit 20 mm. Dla kazdego przekroju wyko-
nano 3 serie obliczen, przyjmujac w kazdej z nich inny model konstytutywny betonu. Serie
obejmowaly 21 wariantow kazda, gdzie 1 to przekrdj pozbawiony uzwojenia (pr = 0),
a kolejne to warianty rézniace sie polem przekroju poprzecznego pretow uzwojenia w taki
sposob, 7ze stopien zbrojenia poprzecznego zmienial sie o 0,1 % miedzy kolejnymi wa-
riantami. Gléwna poszukiwana niewiadoma byla konicowa (graniczna) warto$¢ naprezen
normalnych wzdtuz osi shupa. Poszukiwano zwigzku miedzy ta wartoscia a stopniem zbro-
jenia poprzecznego. Poza tym analizowano rozktad naprezen poprzecznych w badanych
przekrojach oraz pole przemieszczen. Wyniki obliczeri zebrano na wykresach oraz planach

warstwicowych.
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(a) Przekroj prostokatny z pojedynczym strzemieniem. (b) Przekroj] kolowy ze

zbrojeniem zwojem.

Rysunek 5.13: Przekroje poprzeczne. Analizowano zakreskowany obszar rdzenia.

Dla poszczegolnych przekrojow przedstawiono zalezno$é znormalizowanych na-

prezeni w rdzeniu w funkcji stopnia zbrojenia (rys. 5.14, 5.15).
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Rysunek 5.14: Efektywnosé¢ skrepowania w funkcji stopnia zbrojenia poprzecznego — prze-
kroje kwadratowe.
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Przekroj 40x120 z pojedyriczym strzemieniem
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Rysunek 5.15: Efektywnosé skrepowania w funkcji stopnia zbrojenia poprzecznego — prze-
kroj prostokatny i kotowy.

Pierwsza rzecz, ktora tatwo zauwazy¢ to wtasciwie liniowa korelacja miedzy wzgled-
nym przyrostem naprezen osiowych w rdzeniu a stopniem zbrojenia poprzecznego w przy-
padku obliczen prowadzonych przy wykorzystaniu modeli MC i DP oraz nieco krzywoli-
niowy ksztatt tej relacji przy obliczeniach z wykorzystaniem modelu WW. Sytuacja ta po-
wtarza sie we wszystkich przedstawionych przypadkach ksztaltu przekroju poprzecznego.
Ten stan rzeczy zwiazany jest $cile z ksztaltem poszczegdlnych powierzchni plastycznosci,
a doktadniej ich sladow na plaszczyznie wyznaczonej przez o$ hydrostatyczng i punkty

w przestrzeni naprezen, w ktorych dochodzi do uplastycznienia materiatu rdzenia. Po-
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stugujac sie wspolrzednymi Haigha—Westergaarda mozemy powiedzie¢, ze w przypadku
ostrostupa MC oraz stozka DP wraz ze wzrostem cisnienia £ liniowo rosnie wartos¢ pro-
mienia w plaszczyznie dewiatorowej p. Z kolei w przypadku piecioparametrowej wersji
warunku WW, wykorzystanej w niniejszych obliczeniach, powierzchnia plastyczna jest
powloka nieobrotows i zwiazek miedzy p i ¢ jest funkcja wymiernag o wielomianie 2. stop-
nia w mianowniku. Niemniej liniowa lub zblizona do liniowej zaleznos¢ pomiedzy stopniem
zbrojenia poprzecznego a przyrostem no$nos$ci wynikajacym z uzwojenia przekroju jest
zgodna z wiekszod$cia wnioskow zawartych w pracach zestawionych w tabelach 2.1, 2.2,
2.3.

Kolejna informacja, jaka mozemy uzyskaé z przeprowadzonej symulacji, dotyczy
wplywu wybranego modelu obliczeniowego na rozklad naprezen krepujacych i schemat
pracy rdzenia w stanie pelnego uplastycznienia. W przypadku przekroju kotowego stan
naprezenia jest jednorodny i roznice takie wlasciwie nie wystepuja pomiedzy modelami,
ale w pozostatych wariantach sa zauwazalne. Na rysunkach 5.16, 5.17, 5.18 przedstawiono,
na przyktadzie przekroju kwadratowego z pojedynczym strzemieniem, rozktad pola po-
ziomej skladowej wektora przemieszczenia oraz kierunki i wartosci naprezen glownych
w punktach catkowania numerycznego przy wartosci skrocenia stupa e, = 4%o. Przy
tym odksztatceniu caly rdzen znajduje sie w stanie pelnego uplastycznienia. Szczegdlnie
wyroznia sie tu model MC, w ktéorym to zarysowal sie wyraznie podzial na strefe efek-
tywnie skrepowang i strefe, w ktorej naprezenia p normalne w plaszczyznie przekroju
sa niewielkie. Przy obliczeniach prowadzonych z wykorzystaniem modeli DP i WW dla
betonu takze obserwujemy efektywniej skrepowany obszar w Srodkowej czesci, ale przy
krawedziach przekroju naprezenia poprzeczne nie koncentruja sie wytacznie wzdtuz prze-
katnych. Podstawowa przyczyna tych roéznic jest dos¢ oczywista — w modelu MC na wy-
tezenie wplywaja warto$ci dwoch skrajnych naprezen gtéwnych i w miejscach gdzie jedno
z naprezen poprzecznych jest bardzo male lub zerowe (np. $rodki bokéw rdzenia kwadrato-
wego) wowczas nie obserwuje sie zadnych korzysci skrepowania w tej czesci przekroju. Dla
kontrastu, gdy obydwa naprezenia poprzeczne sa dokladnie sobie réwne co do wartosci,
wowczas zakres plastycznie dopuszczalnych naprezen okreslonych modelem DP ze stoz-
kiem opisanym dokltadnie pokrywa sie z modelem MC. Powierzchnia plastyczna WW jest
prostopadta do potudnika wyznaczonego dla kata Lodego 6 = 60°, wiec w poblizu takiego
punktu uplastycznienia prowadzi do uzyskania jakosciowo zblizonych rezultatow. Mozna
zwroci¢ tez uwage — podobnie jak zrobit to Ozetkin [82] prowadzac zblizong analize réznic
miedzy modelem Druckera—Pragera w dwoch wariantach a modelem Mohra—Coulomba —
na wyraznie inny kierunek przyrostu odksztatcen plastycznych w przypadku uplastycznie-
nia w poblizu krawedzi ostrostupa Mohra-Coulomba odpowiadajgcej zniszczeniu w stanie
trojosiowego Sciskania (czyli € ~ 60°). Schematycznie zobrazowano to na rys. 5.19. Wow-

czas kazda mata zmiana kata Lodego 6 punktu uplastycznienia prowadzi do wiekszego
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skrocenia promienia p przestrzeni naprezen plastycznie dopuszczalnych przy danym po-

ziomie ci$nienia hydrostatycznego & niz w pozostatych analizowanych przyktadach.

1: 3,00E-05 2: 1,00E-04 3: 1,70E-04 4: 2.40E-04 5:r 3,10E-04
6: 3.80E-04 7:r 4.50E-04 B: 5.20E-04 B: 5.80E-04 10: A.60E-04

(a) Plan warstwicowy skladowej poziomej wektora prze-
mieszczenia przy €, = 4 %o, model DP.

na= = 5.4916E+06
nin = -4 2653E+07

(b) Rozklad naprezen glownych w plaszczyznie przekroju
przy &, = 4 %o, model DP.

Rysunek 5.16: Wpltyw modelu obliczeniowego na pole przemieszczenia i naprezenia w sta-
nie pelnego uplastycznienia rdzenia.
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1: 0.00E+00  2: 1.00E-04  3: Z.00E-04 4: 3.00E-04 5: 4,00E-04
G: 0.00E-04 7: B.00E-04 3: V.00E-04 Br 3.00E-04 10: 9,00E-04

(a) Plan warstwicowy skladowej poziome]j wektora przemieszczenia
przy &, = 4 %0, model MC.

max = 1.B67EE+0G
nin = -3.2314E+07

(b) Rozktad naprezen gltownych w plaszczyznie przekroju przy e, =
4 %0, model MC.

Rysunek 5.17: Wpltyw modelu obliczeniowego na pole przemieszczenia i naprezenia w sta-
nie pelnego uplastycznienia rdzenia.
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1: O0.0CE+00  2: Z2,00E-04 3z 4,00E-04 4: 6,00E-04  5: B,00E-04
6: 1.00E-03 7: 1.20E-03 B8: 1.40B-03 9: 1.60E-03

(a) Plan warstwicowy skladowej poziome]j wektora przemieszczenia
przy &, = 4 %0, model WW.

max = 1,6621F+06
nin = -f,2537E+07

(b) Rozktad naprezen gltownych w plaszczyznie przekroju przy e, =
4 %o, model WW.

Rysunek 5.18: Wpltyw modelu obliczeniowego na pole przemieszczenia i naprezenia w sta-
nie pelnego uplastycznienia rdzenia.
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Cu

Mohr-Coulomb (MC)

Drucker-Prager outer (DP)

Willam-Warnke (WW)

Rysunek 5.19: Schemat kierunku przyrostu odksztalcen plastycznych rzutowanych na
plaszczyzne dewiatorowa. Opis w tekscie.

5.3. Przekroje o réznych proporcjach dlugosci bokéw (przekroje

prostokatne)

W tym podrozdziale badany jest wplyw stosunku diugos$ci bokéw w przekro-
jach prostokatnych na efektywnos¢ skrepowania przy zastosowaniu zbrojenia poprzecz-
nego w postaci tradycyjnych,dwucietych strzemion obejmujacych rdzen, co oznacza rowne
pole przekroju poprzecznego pretow w obydwu kierunkach. Rozwazono przekroje prosto-
katne o stosunkach bokéw od 1:1 do 3:1, uznajac, ze zastosowanie strzemion dwucietych
w stupach o wyzszej wartosci stosunku bokow jest konstrukcyjnie nieuzasadnione, gdyz
wskazane byloby wowczas wprowadzenie zbrojenia wigzacego przeciwlegte dtuzsze boki.
W niniejszej serii wykorzystano rownolegle trzy modele fizyczne — takie jak w poprzed-
nim podrozdziale - MC i DP z dylatancja i stala wartoscia kata tarcia wewnetrznego oraz
WW o identycznie jak we wcze$niej opisanym przyktadzie zdefiniowanych parametrach
ag, ay, as, by, by, by. Po uzyskaniu rozwiagzania dla poszczeg6lnych przekrojow poréwnano
graniczng wartos¢ srednich naprezen w rdzeniu, czyli no$nos¢ przekroju bez uwzglednienia

sily przenoszonej przez zbrojenie podiluzne.

Opis przykltadéw obliczeniowych

Badanie polegato na przeprowadzeniu obliczen dla 9 przekrojow o wymiarach cal-
kowitych od 400 mm x 400 mm do 400 mm X 1200 mm ze skokiem co 100 mm na dtugosci
jednego z bokow. Dodatkowo przyjeto, ze o$ strzemion znajduje sie 30 mm od krawedzi
zewnetrznej oraz w narozach jest zakrzywiona wzdtuz tuku o promieniu 20 mm. Taki pro-
mieni osi preta uzyskanoby wykonujac strzemiona z pretéw $rednicy @8 i stosujac sie do
zalecen konstrukcyjnych podanych w normie PN-EN-1992-1-1 [33]. Daje to w rezultacie
obszary rdzeni o bokach od 340 mm x 340 mm do 340 mm x 1140 mm z zaokraglonymi

narozami. We wszystkich symulacjach zastosowano te same materialy: beton o wtasciwo-
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Sciach odpowiadajacych betonowi C30/37 wedltug [33|, czyli wytrzymalosci na $ciskanie
fo = 30MPa, statej Poissona v = 0,2 oraz module Younga E. = 32 GPa. Wlasciwosci
stali przyjeto o wartosciach: granica plastycznosci f, = 500 MPa jak dla powszechnie
stosowanych w budownictwie stali gatunkow np. B500SP, BSt500S, RB500W, a modut
Younga ustalono za [33] jako Es = 200 GPa. Obliczenia wykonano w dwoch wariantach:

wariant [ — we wszystkich przekrojach jest stala warto$¢ pola przekroju po-
przecznego strzemion oraz staly jest ich rozstaw. Przy tym zatozeniu przyjeto wartosc
A = 5cm?/mb odpowiadajaca wykonaniu strzemion ¢8 co 100 mm, co jak na wymiary
shupa i realia wykonawecze jest wartoscia mozliwa do zastosowania. Wéowczas stopien zbro-
jenia poprzecznego zmienia sie od pr = 0,414 % w przypadku najmniejszego przekroju do
pr = 0,305 % dla najwiekszego.

wariant II — we wszystkich probkach przyjmowano stala warto$é¢ stopnia zbroje-
nia zbrojenia poprzecznego pr = 0,4 %. Efekt ten uzyskiwano zwiekszajac pole przekroju
zbrojenia przypadajace na jednostke dtugosci stupa. Fizycznie efekt taki mozna uzyskac
stosujac strzemiona o stalej $rednicy pretéow i dostosowujac ich rozstaw — dla prezen-
towanych modeli odpowiada to strzemieniu ¢8 w rozstawie od 103,5mm dla przekroju
najmniejszego do 76 mm w przypadku przekroju najbardziej wydtuzonego.

Wyniki symulacji zebrano w tabeli 5.2 oraz zobrazowano na ponizszych wykresach
5.20, 5.21:

Przekroj prostokgtny z pojedyriczym strzemieniem

Beton C30/37

Stal Allin
$8 co 100mm
51,3000
=
N
T 1,2500
=
Q
=
& 12000 == dp
% 1
s 1,1500 e
=
=}
@
‘G 1,1000
2
1]
% \
81,0500 -
= N v » ¢ . N
E N M m——t
g 1,0000
1 15 2 25 3 3,5

Stosunek diugosci bokéw rdzenia betonowego

Rysunek 5.20: Naprezenia znormalizowane w funkcji stosunku bokéw rdzenia, wariant I
— stalte pole przekroju zbrojenia poprzecznego.
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Przekroj prostokatny z pojedyriczym strzemieniem

Beton C30/37

Stal Allin
pT=0,400%

1,3000
2
=
@
[
T  1,2500
z M
2
[=
81,2000 == dp
g .ﬂ-.q_._._._._. e 1\C
o
= 1,1500 F=
=
-
=
W 1,1000
=
o
% x
N 1,0500 3 —
= $ * R A
£ h —
S
S 1.0000

1 15 2 2,5 3 35

Stosunek diugosci bokéw rdzenia betonowego

Rysunek 5.21: Naprezenia znormalizowane w funkcji stosunku bokéw rdzenia, wariant 11
— staly stopien zbrojenia poprzecznego.

Omowienie rezultatow

Na podstawie zaprezentowanych wynikow mozemy dokonaé¢ kilku interesujacych
obserwacji:

1. Rozne modele daty rézniagce sie wyniki, ale zachowuja sie wedlug tego samego
trendu. Najnizsze warto$ci Srednich naprezen granicznych zaobserwowano dla modelu MC,
ale warto zaznaczy¢, ze ze wzgledu na niejednorodny stan naprezenia wynik taki byt
oczekiwany (zjawisko zostalo omowione w punkcie 5.1).

2. Wraz ze wzrostem stosunku dtugosci bokéw rdzenia betonowego, przy statym
polu przekroju zbrojenia poprzecznego, efektywnosé skrepowania wyraznie maleje, za$
przy zachowaniu statego stopnia zbrojenia maleje zdecydowanie wolniej, wedtug innej
zaleznosci. Warto w tym miejscu przyjrzec sie blizej powigzaniu pola przekroju zbrojenia
poprzecznego Agr i stopnia zbrojenia poprzecznego pr w omawianym przyktadzie. W ni-
niejszej pracy, podobnie jak w wielu innych publikacjach, stopien zbrojenia poprzecznego

obliczany jest wedlug zasady objetosci:

Var

7C, (5.1)

pT =

gdzie Vir oznacza objetos¢ zbrojenia poprzecznego, a V. objetos¢ rozwazanego elementu
zelbetowego. Wielkosci te odniesione sa do jednostkowej dltugosci elementu. Jezeli przyj-

miemy oznaczenie Agr jako pole przekroju zbrojenia poprzecznego na jednostkowej diu-
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gosci (czyli przekroj pojedynczego strzemienia dzielony przez rozstaw pretow) wowczas

w przyblizeniu uzyskamy nastepujaca zaleznosé:

o AST LST
pT - AC bl

gdzie dodatkowo A. wyraza pole przekroju elementu zelbetowego, gdy jest on pretem

(5.2)

pryzmatycznym, a Lgp dlugo$é strzemienia. Jezeli wyrazimy dlugosci bokéw prostokata
przez a i b, b > a, odlegtos$¢ osi zbrojenia od krawedzi zewnetrznej przez c i zaniedbamy

zaokraglenie narozy strzemion wowczas:

A 2(a—2¢)+2(b—2 2la+b—4
o AwR=20420-2) , 2la+b-dd 53)
ab ab
2[a+ab —4c¢ 2[1+ 28 —4c¢
| g 2levaioad L ofietoag]
(ICLE CLE

Jezeli stosunek g potraktujemy jako argument funkcji, wéwczas mamy do czy-

nienia 7z funkcja wymierna, monotonicznie malejaca w swojej dziedzinie (okreslonej jako

D = (1,x)) przy < < ; i dazacy do asymptoty poziomej o réwnaniu y = ”};T. Przykla-
dowy przebieg przedstawiono na rysunku 5.23. Przeprowadzone rozwazanie wskazuje, ze
zaobserwowana relacja widoczna na wykresach 5.20 jest w pelni uzasadniona. Ponadto
mozna ja uzasadni¢ rozwazajac zaobserwowany rozklad naprezen (rys. 5.22) w prostokat-

nym przekroju skrepowanym.

max = 1,5B78E406
min = -3, 4475E 406

Rysunek 5.22: Rozktad naprezen poprzecznych w stanie granicznym. Obliczenia z wyko-
rzystaniem modelu Mohra—Coulomba.
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Rysunek 5.23: Stopien zbrojenia poprzecznego w funkcji stosunku bokéw prostokata. Przy-
jeto Asr =1;a=1; ¢ =0,2a.

Przedstawiony rysunek 5.24 obrazuje w sposob przyblizony obszar efektywnie
skrepowany zbrojeniem poprzecznym. Zachowujac stala wartos¢ stopnia zbrojenia przy
wydhizaniu przekroju prostokatnego, relatywnie wiecej zbrojenia poprzecznego znajduje
sie w poblizu obszaru efektywnie skrepowanego (krotszy bok prostokata), co z kolei wzmac-

nia efekt skrepowania w tych obszarach (zakreskowanych na rys. 5.24) na obydwu konicach.

Rysunek 5.24: Schemat efektywnie skrepowanego obszaru przekroju prostokatnego okre-
$lony wg propozycji Sheikha [111].
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5.4. Przekroje kwadratowe o ré6znym uksztaltowaniu zbrojenia

poprzecznego

Opis przykladéw obliczeniowych

Jednym z czynnikéw wplywajacych potencjalnie na efektywnos¢ skrepowania
rdzenia jest sposob uksztaltowania zbrojenia poprzecznego. Bezdyskusyjnie najefektyw-
niejsze jest stosowanie okraglego (osiowosymetrycznego) uzwojenia na kotowym rdzeniu,
ale w przypadku stupow o przekroju kwadratowym wskazanie optymalnego rozwigzania
jest mniej oczywiste. Wprowadzenie wytacznie spiralnego zwoju istotnie ogranicza udziat
rdzenia w catkowitym polu przekroju poprzecznego, z kolei zastosowanie wylacznie strze-
mion na obwodzie sprawia, ze obszary w poblizu §rodkéw bokéw sa mniej efektywnie
skrepowane. W celu znalezienia odpowiedzi na pytanie jak efektywnie wykorzystaé¢ zbro-
jenie poprzeczne do zapewnienia dobrych efektow skrepowania i ostatcznie jak najwyzszej
no$nosci przekroju przeanalizowano 11 wariantow zbrojenia kwadratowego przekroju. Cze-
Sciowo inspirowano sie rozwigzaniami przedstawionymi we wcze$niej omowionych pracach
[128, 127].

By wydzieli¢ wylacznie wptyw ksztaltu zbrojenia poprzecznego rozwazono mo-
dele obliczeniowe reprezentujace przekroj stupow kwadratowych o boku 400 mm, gdzie
o$ zbrojenia poprzecznego znajduje sie w odleglosci 30 mm od brzegu przekroju. Przy
zastosowaniu zbrojenia poprzecznego z pretow ¢8 lub ¢10 pozwala to zapewnié¢ otuline
25 mm. We wszystkich modelach zastosowano te same materiaty: rdzenn o wlasciwosciach
odpowiadajacych betonowi klasy C30/37 okreslonych wedlug normy [33] oraz prety zbro-
jenia poprzecznego odpowiadajace stali zbrojeniowej klasy AIlln o granicy plastyczno$ci
fy = 500 MPa. Poszczegdlne przekroje réznia si¢ polem przekroju zbrojenia poprzecznego
pretow uzwojenia w taki sposob, ze w kazdym przypadku stopien zbrojenia poprzecznego
jest rowny i ma warto$¢ pr = 0,5%. W przekrojach, w ktorych wystepowaly naroza
strzemion (promien zaokraglenia wyniost 20 mm) zastosowano zmienna wielkos¢ elemen-
tow siatki obliczeniowej o wymiarach od 4 mm do 40 mm ze zwiekszonym zageszczeniem
w narozach, przy czym poréwnano wyniki takze z siatkami o stalym wymiarze elementow.
Przy pozostatych modelach wykorzystano podzial elementami o wymiarach 20 mm.

Ponizej przedstawiono rozwazane uktady zbrojenia poprzecznego(rys. 5.25, 5.26),

a dalej siatki, wykorzystane w obliczeniach poszczegolnych przykladow (rys. 5.27, 5.28).
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(e) Strzemiona na obwodzie i sze$ciokatne we-
wnatrz.
Rysunek 5.25: Przekroje poprzeczne. Analizowano zakreskowany obszar rdzenia.
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Przekréj poddano dodatkowej prostej analizie
ustalania uzytecznego obszaru rdzenia.

Rysunek 5.26: Przekroje poprzeczne. Analizowano zakreskowany obszar rdzenia.
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(a) Siatka dla 3 pierwszych modeli z zagesz-

czeniem siatki w narozach.

(c) Siatka z zageszczeniem siatki w narozach
dla przypadku z rys. 5.25d.
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(e) Siatka z zageszczeniem siatki w narozach
dla przypadku z rys. 5.25e.
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(b) Siatka dla 3 pierwszych modeli o stalym
wymiarze elementu.
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(d) Siatka o stalym wymiarze elementu dla
przypadku z rys. 5.25d.
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(f) Siatka o stalym podziale dla przypadku
Z TyS. 5.25e.
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Rysunek 5.27: Zastosowane siatki obliczeniowe.
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(c) Siatka dla przypadku 4 zwojow. (d) Siatka dla przypadku 5 zwojow.
DO D A DT AVAVA(NVAVAVAY
<O ORISR
SRS ORREDIRE A
SRISRISRESEA PRICKIROSERS
TERRERER KR OaAkE
SERROIRSR)  HREPRERRoi
Porvavaaviras v R e
VAVAVAVAVAVAVAVAVAN PAVAVAVAVAVAVANAAUSON

—

e) Siatka dla przypadku 1 zwoju. (f) Siatka dla przypadku 1 zwoju z dozbro-
jeniem narozy.

Rysunek 5.28: Zastosowane siatki obliczeniowe.
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Ocena nos$nosci i efektywnosci skrepowania ostatniego z prezentowanych prze-
krojow okazala sie najbardziej problematyczna. Dzieje sie tak, poniewaz rdzen objety
zwojem jest rozszerzony przez zbrojenie liniowe wychodzace poza jego obrys, ktore do-
datkowo podtrzymuje cze$¢ przekroju betonowego znajdujacego sie na zewnatrz gtdwnego
uzwojenia. Aby ocenié¢, jaki obszar ulegnie odspojeniu przeanalizowano wartosci napre-
zen gtownych w punktach calkowania numerycznego i poréwnano je z wytrzymaltoscia
betonu na rozcigganie. W tym celu w pierwszej kolejnosci odczytano wyniki naprezen
w punktach Hammera po ostatnim kroku obliczeniowym. Nastepnie na szkicu przekroju,
na ktorym oznaczono potozenie punktéw catkowania numerycznego, wytyczono izolinie
odpowiadajaca wytrzymatosci betonu na rozciaganie (przewidywane miejsce odspojenia).
Kolejno odczytano wyniki z wczesniejszych krokow obliczeniowych i sprawdzano, czy na
wczedniejszym etapie obliczen nie osiggnieto granicy wytrzymatosci na rozciaganie w be-
tonie w obszarze miedzy wyznaczong izolinia, a rdzeniem zamknietym przez zbrojenie
poprzeczne. W razie potrzeby dokonywano korekty potozenia izolinii. Odwr6cona kolej-
no$¢ sprawdzenia pozwolita uzyskaé¢ poszukiwany obrys nizszym nakladem pracy, przy
mniejszej liczbie korekt. Od konicowego wyniku odjeto site osiowa przypadajaca na obszar
ulegajacy odspojeniu. To rozwiazanie nie ozdwierciedla w pelni efektu odrzucenia otu-
liny, gdyz nie eliminuje wpltywu naprezen rozciagajacych na krawedzi rdzenia i w zwigzku
z tym prowadzi do pewnego niedoszacowania wartosci sity osiowej. Za rdzen przy dalszych
poréwnaniach z innymi przekrojami przyjeto cala powierzchnie pozostalego przekroju
betonowego (rys. 5.29). Podejscie to mialo na celu umozliwi¢ oszacowanie sily osiowej

w rdzeniu bez koniecznoéci przebudowywania modelu i powtarzania obliczen.

© ©

Rysunek 5.29: Rozszerzony rdzen przekroju ze zbrojeniem zwojem i szpilkami w narozach.

Efektywnosé zastosowanego zbrojenia porownano w nastepujacych aspektach:

1. §rednie naprezenie normalne w stanie granicznym w obszarze rdzenia,
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2. sila osiowa przenoszona przez rdzeni w stanie granicznym (uwzglednia pole
powierzchni rdzenia, ktore jest rozne w roznych przypadkach),
3. calkowita sita osiowa w przekroju betonowym przed odspojeniem otuliny (obra-

zuje efektywno$¢ zastosowanego zbrojenia poprzecznego przy obciazeniach uzytkowych).

Omoéwienie wynikéw — sila osiowa

W tabeli 5.3 zestawiono wyniki uzyskane przy wykorzystaniu modelu Druckera—
Pragera, ktory dat érednie wyniki sposrod zastosowanych modeli materiatowych. Feno-
men ten wystepowal we wcze$niej prezentowanych wynikach i zostal wezesniej omowiony.
W kolejnych tabelach przedstawiono wyniki dla pozostalych dwéch modeli materiato-
wych. Niezaleznie od przyjetego modelu materialowego uzyskano takie samo lub zblizone
(w przypadku niewiele rozniacych sie rezultatow dla przekrojow z 4 1 5 zwojami wyste-
puje odwrocenie kolejnosci) uszeregowanie przekrojow od najefektywniejszego do najmniej
efektywnego. Jednakze widoczne byly réznice wartosci otrzymywane przy réznych mode-
lach z zachowaniem nastepujacych relacji:

1. najwyzsze wartosci usrednionych naprezen normalnych w rdzeniu uzyskiwano
przy obliczeniach z wykorzystaniem modelu WW, przy czym w przypadkach mniej efek-
tywnych sposobow zbrojenia wartosci te byty zblizone do modelu DP,

2. w przypadku stosowania zbrojenia w postaci wytacznie okragtych zwojow roz-
nice wzgledne miedzy modelami DP i MC nie przekraczaty 1%,

3. obliczenia z wykorzystaniem modelu MC dawaly najnizsze wartosci usrednio-
nych naprezen normalnych, przy czym réznice w stosunku do DP powiekszaly sie im mniej
efektywny byt dany sposob ksztaltowania zbrojenia poprzecznego. Dla najmniej wydaj-
nego sposobu (zwoj ze szpilkami) w obliczeniach z modelem MC dla betonu odnotowano
okoto 3-krotnie nizszy przyrost nosnosci niz okreslony przy uzyciu modeli DP i WW.

Ostatni punkt mozna wyjasni¢ wyraznie innym kierunkiem przyrostu odksztaltcen
plastycznych o czym wspomniano w punkcie 5.2 i na rys. 5.19. Réznice wynikajace ze
stosowania roznych siatek obliczeniowych dla odpowiednich przyktadow prowadzity do
uzyskania roznic w wynikach na poziomie maksymalnie 0,013 % w przypadku przekroju
7z strzemionami wytacznie na obwodzie, w pozostatych przypadkach przyjmujac wartosci
ponizej 0,01% co mozna uznaé za warto$¢ pomijalnie mata.

Opierajac sie na przedstawionych wynikach mozemy zauwazy¢, ze najwyzsze war-
tosci $rednich naprezen osiowych w rdzeniu wystepuja w przekrojach zbrojonych zwojami.
Zgodnie z oczekiwaniem najefektywniejszy pod tym wzgledem jest ksztalt pojedynczego
zwoju, ktory zapewnia jednorodny stan naprezenia wewnatrz rdzenia. Jednakze zastoso-
wanie tego rozwiazania do zbrojenia przekrojow kwadratowych nie jest zbyt racjonalne
ze wzgledu na najnizszy udzial rdzenia w catkowitej powierzchni przekroju poprzecznego
sposrod wszystkich zaproponowanych w tym poréwnaniu przekrojow. Pewng proba ogra-

niczenia tej niedogodnosci jest propozycja zastosowania 4 mniejszych, rozsunietych zwo-
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Tablica 5.3: Syntetyczne wyniki obliczen — model Druckera—Pragera.

Bjje]E]Px

Pole rdzenia | [cm?] 1153 1153 1153 1153 1153 1153
Naprezenia | [MPa] 36,84 36,95 36,92 36,82 36,95 36,88
w rdzeniu
Sita osiowa [MN] 4,248 4,260 4,257 4,245 4,260 4,252
w rdzeniu

Sita [MN] 5,589 5,601 5,598 5,586 5,601 5,593
caltkowita
z otuling
i
) 3
% J

Pole rdzenia | [cm?] 1153 1109 908
Naprezenia | [MPa] 36,96 37,30 38,90
w rdzeniu
Sila osiowa [MN] 4,261 4,008 4,137 3,532 3,872
w rdzeniu

Sita [MN] 5,602 5,616 5,610 5,608 5,576
caltkowita
z otuling

jow lub dodanie mniejszych obejmujacych naroza, albo wyprowadzenie innego zbrojenia
w kierunku narozy. Efektywnos¢ skrepowania rdzenia jest wowczas o okoto 3 +4 % nizsza,
ale wzrost udzialu rdzenia w powierzchni przekroju wynosi 13 <+ 22 %, co w rezultacie
prowadzi do wzrostu sily osiowej w rdzeniu w stanie granicznym na poziomie 9 + 17 %.
Kolejna grupa przekrojow pod wzgledem efektywnosci skrepowania rdzenia sa profile zbro-
jone strzemieniem na obwodzie oraz dodatkowo zbrojeniem poprzecznym zapewniajacym
podtrzymanie bokoéw przekroju. Efektywnosé skrepowania rdzenia jest nizsza od poje-
dynczego zwoju o okoto 5%, ale rdzeni obejmuje obszar o prawie 27 % wiekszy niz we
wspomnianym przypadku odniesienia. W tej grupie uzyskiwano najwyzsze wartosci sity
osiowej w rdzeniu w stanie granicznym (o okolo 20 % wyzsze niz przypadku przekroju
7z pojedynczym zwojem). Ostatnia grupa to przekroje wyrézniajace najsilniejszym skre-
powaniem narozy przekroju. Sa to: przekrdj zbrojony wytacznie prostymi strzemionami
oraz kombinacja strzemion z poprowadzonymi wzdtuz przekatnej dodatkowymi pretami.
Ten sposob najmniej efektywnie krepuje rdzen (okolo 5,3 % gorzej niz pojedynczy zwoj),
ale podobnie jak poprzednia grupa obejmuje mozliwie najwiekszy obszar.

Zestawienie sity w przekroju betonowym pracujacym w fazie przed odspojeniem

otuliny zbrojenia pozwala stwierdzi¢, ze najwyzsze wartosci sity osiowej tuz przed zniszcze-
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Tablica 5.4: Syntetyczne wyniki obliczen — model Mohra—Coulomba.

il

Pole [cm?] 1153 1153 1153 1153 1153 1153
rdzenia
Naprezenia | [MPa] 32,39 34,33 34,18 32,18 34,45 33,06
w rdzeniu
Sita osiowa | [MN] 3,735 3,958 3,941 3,710 3,972 3,812
w rdzeniu
Sita [MN] 5,076 5,299 5,282 5,051 5,313 5,153
calkowita
z otuling

|
Pole [cm?] 1153 1064
rdzenia
Naprezenia | [MPa] 34,73 37,32 37,29 38,90 31,77
w rdzeniu
Sita osiowa | [MN] 4,004 3,971 4,135 3,532 3,278
w rdzeniu
Sita [MN] 5,345 5,579 5,608 5,608 4,982
calkowita
z otuling

niem moga wystapi¢ w przekrojach zbrojonych 4 lub 5 zwojami, ale najwyzsza nosnosc¢
w stanie granicznym przedstawiaja przekroje zbrojone strzemionami z uzupelniajacym
zbrojeniem podtrzymujacym boki przekroju (przedstawione na rys. 5.25b, 5.25¢, 5.25¢,
5.26b). Jednakze ta symulacja nie uwzglednia zakotwienia pretow, zakladajac ich cia-
gto$¢ na obwodzie. By uzyska¢ podobne efekty w warunkach wykonawczych konieczne
mogloby okaza¢ sie dodanie znacznych dlugosci zakotwien, ktore zauwazalnie wplynetoby
na stopien zbrojenia poprzecznego. Problem taki nie wystepuje przy stosowaniu zbrojenia

okragltym zwojem w ksztalcie helisy.

Omoéwienie wynikéw — obszar efektywnie skrepowany

Jedna z koncepcji uproszczonego opisu zjawiska skrepowania jest postugiwanie sie
koncepcja obszaru efektywnie skrepowanego [111, 108, 112|. Zamyst ten dobrze korespon-
duje z rezultatami otrzymanymi przy wykorzystaniu modelu MC do opisu zachowania
betonu. W przypadku stosowania zbrojenia w postaci strzemion obserwuje sie w stanie

granicznym pojawienie sie stref znacznie réznigcych sie warto$ciami i kierunkiem napre-
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Tablica 5.5: Syntetyczne wyniki obliczen — model Willama—Warnkego.

il

Pole [cm?] 1153 1153 1153 1153 1153 1153
rdzenia
Naprezenia | [MPa] 38,98 40,00 39,81 38,86 40,10 39,51
w rdzeniu
Sita osiowa | [MN] 4,494 4,612 4,590 4,481 4,624 4,556
w rdzeniu
Sita [MN] 5,835 5,953 5,931 5,822 5,964 5,897
calkowita
z otuling

WHH,

Pole [cm?] 1153 1064
rdzenia
Naprezenia | [MPa] | 40,20 41,59 41,22 43,82 39,5
w rdzeniu
Sita osiowa | [MN] 4,635 4,425 4,571 3,979 4,080
w rdzeniu
Sita [MN] 5,976 6,033 6,044 6,055 5,784
calkowita
z otuling

zen, co wida¢ na planach warstwicowych naprezen, rys. od 5.30 do 5.35. Czeé¢ przekroju
efektywnie skrepowana charakteryzuje sie naprezeniami poprzecznymi o zblizonych war-
tosciach, w rozwiazywanych zadaniach zwykle okolo rzad nizsze niz naprezenia osiowe
(ich dokladna wielkos¢ zalezy od wielu czynnikow takich jak ksztalt i stopieri zbrojenia
poprzecznego, dane materialowe). Kolejny wyraznie zarysowany obszar to strefy wzdtuz
prostych krawedzi strzemion, gdzie naprezenia poprzeczne (krepujace) osiagaja wartosci
1-2 rzedy nizsze niz wartosci we wczesniej wspomniane]j czeSci przekroju poprzecznego.
Pomiedzy nimi widoczny jest obszar o zdecydowanie wiekszym gradiencie naprezen po-
przecznych. Dokladniejsza analiza pozwolita odkryé, ze w niektorych przypadkach w tej
strefie moga pojawié sie naprezenia rozciaggajace o warto$ci wytrzymaltosci na rozciaganie,
ktore nastepnie przy dalszym Sciskaniu przekroju ulegaja redukcji przez peczniejacy rdzen.

W przypadkach przekrojow zbrojonych zwojami zaobserwowano w przyblizeniu
stale warto$ci naprezen poprzecznych w poszczegolnych podobszarach oraz skokowa zmiane
miedzy tymi czeSciami przekroju. Wartosci Srednich naprezeni krepujacych wykazuja ko-
relacje z lokalnym stopniem zbrojenia poprzecznego, czyli stosunkiem zbrojenia poprzecz-

nego okalajacego dany podobszar do jego powierzchni.
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(b) Strzemiona na obwodzie i ulozone diagonalnie.

Rysunek 5.30: Naprezenia gloéwne. Stan pelnego uplastycznienia rdzenia, skrocenie po-

dtuzne €, = 2 %o, model MC. 121
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(a) Strzemiona na obwodzie i szpilki na bokach.
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(b) Strzemiona na obwodzie i szpilki w narozach.

Rysunek 5.31: Naprezenia gléwne. Stan pelnego uplastycznienia rdzenia, skrocenie po-
dtuzne e, = 2 %o, model MC.
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(a) Strzemiona na obwodzie i szesciokatne wewnatrz.
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(b) Strzemiona czterociete w jednym kierunku.

Rysunek 5.32: Naprezenia glowne. Stan pelnego uplastycznienia rdzenia, skrocenie po-
dtuzne e, = 2 %o, model MC.
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(b) Cztery réwno rozsuniete zwoje.

Rysunek 5.33: Naprezenia gléwne. Stan pelnego uplastycznienia rdzenia, skrocenie po-
dtuzne ¢, = 2 %o, model MC.
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(b) Jeden zwoj.

Rysunek 5.34: Naprezenia glowne. Stan pelnego uplastycznienia rdzenia, skrocenie po-
dtuzne ¢, = 2 %o, model MC.
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max = 6,4733E+405 \
min = -7, 77410406

(a) Jeden zwoj i szpilki poza obwodem rdzenia.

Rysunek 5.35: Naprezenia glowne. Stan pelnego uplastycznienia rdzenia, skrocenie po-
dtuzne e, = 2 %0, model MC.

Nalezy zaznaczy¢, ze przeprowadzone symulacje wskazaly, ze przy ksztattowaniu
zbrojenia poprzecznego istotne jest mozliwie petne objecie przekroju, ktére pozwoli uzy-
ska¢ jak najwiekszy rdzen. Samo poprowadzenie zbrojenia poprzecznego przy zachowaniu
tego samego stopnia zbrojenia okazato sie mniej istotnym czynnikiem, ktérego wptyw na
koncowa nosnosé jest rzedu +5 %. Najefektywniejsza droga jest zmniejszanie stref stabo
skrepowanych, co mozna uzyska¢ stosujac uzwojenie okragtymi zwojami lub przez skra-
canie odcinkoéw podtrzymanych przez poprzecznie dochodzace prety. Spostrzezenia te sa
zgodne z obserwacjami badan prezentowanych w rozdziale drugim lecz mozna zaznaczy¢,
ze w nielicznych pracach pojawialo sie¢ poréwnanie wiekszej liczby ksztattéow zbrojenia
poprzecznego niz 3—4 (zwykle przekroj kolowy ze zbrojeniem kolowym jako punkt od-
niesienia, strzemiona na obwodzie w przekroju kwadratowym i pojedyncze dodatkowe

przekroje).
Badanie wplywu podzialu zbrojenia poprzecznego miedzy zwoje
w przypadku przekroju kwadratowego z 5 zwojami (rys. 5.26d)

Seria objeta tacznie 20 przyktadow o identycznym ksztalcie i stalych materiato-

wych, ktore roznity sie polem przekroju pretow tworzacych cztery zwoje narozne oraz je-
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den gtowny w zakresie od 1:10 do 2:1. Laczny udziat zbrojenia poprzecznego we wszystkich
przeprowadzonych symulacjach odpowiadal stopniowi zbrojenia poprzecznego pr = 0,5 %.
Wyniki przedstawiono na wykresie (rys. 5.36) w postaci znormalizowanego naprezenia we-
wnatrz rdzenia przekroju w funkcji stosunku pola przekroju preta zwojow zewnetrznych

do pola przekroju preta zwoju wewnetrznego.
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Znormalizowane naprezenia pediuzne w rdzeniu [-]
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Rysunek 5.36: Znormalizowane naprezenia w rdzeniu w stanie granicznym, w funkcji sto-
sunku pola przekroju preta zwojow naroznych do pola przekroju preta zwoju gtownego,
pr = 0,5 %, model DP.

Przeprowadzona seria obliczen wykazala male zroznicowanie (okoto 1,9 % przyro-
stu nosnosci rdzenia) pomiedzy poszczegolnymi wynikami bez wyraznej i monotonicznej
zaleznosci miedzy tymi wielko$ciami. Charakter zmienno$ci oraz jej rzad wskazuja na
numeryczne zrodto roznic, wynikajace chociazby z zaokraglenia pola powierzchni pretow
do 3 cyfr znaczacych i mozliwe niewielkie odchylki od zatozonego stopnia zbrojenia po-

przecznego.

5.5. Przekroje o nietypowym ksztalcie

Uzwojenie przekroju wklestego na przykladzie przekroju w ksztalcie ,,.”

Przedstawiony ponizej przyktad prezentuje pordéwnanie skutecznosci uzwojenia
przekroju wklestego (przekroj kwadratowy o boku 60 cm z wycietym w jednym narozu

kwadratem o boku 30 cm) trzema rodzajami zbrojenia poprzecznego (rys. 5.37) — pierw-
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sze wykonane z strzemion prostokatnych na obwodzie, drugie podobne z dodanym pretem
laczacym dwa ramiona przekroju (zwane dalej zbrojeniem zszywajacym), oraz trzecie
wykonane z pieciu okragltych zwojow. Wykorzystano w tym celu zaprezentowany w pracy
model obliczeniowy w trzech wariantach w zakresie opisu zachowania rdzenia betonowego.
We wszystkich przeprowadzonych symulacjach wykorzystano dane materialowe majace
odpowiada¢ tym samym materiatom. Dla stali zbrojenia poprzecznego sa to granica pla-
stycznosci f, = 500 MPa oraz modul Younga Fs = 200 GPa. State materialowe dla betonu
przyjeto tak jak w wiekszosci serii: E. = 32 GPa, stala Poissona v = 0,2 i wytrzyma-
tos¢ na Sciskanie f. = 30 MPa. Pozostale parametry typowe dla poszczeg6lnych modeli
materiatu okreslono zgodnie z opisem zamieszczonym w podrozdziale 5.1. Analizie pod-
dano wylacznie rdzen przekroju z pominieciem zbrojenia podtuznego. Promienie narozy
strzemion wynosily 20 mm. We wszystkich analizowanych przypadkach przekroj zbroje-
nia poprzecznego dobierano tak by stopien zbrojenia poprzecznego byt rowny pr = 0,5 %.
W miejscach gdzie dwa strzemiona pokrywaja sie stosowano podwoOjne pole przekroju
preta. Prezentowane dalej wyniki uzyskano przy uzyciu siatek o wymiarze elementu 2 cm.
Przy obliczeniach z wykorzystaniem modeli DP i MC obciazenie zwiekszano w 50 krokach,
przy wykorzystaniu modelu WW podzielono je na 500 przyrostow. Czas trwania obliczen
wynosit okoto 14-18 s w wariantach gdzie beton opisano modelami DP oraz MC oraz okoto
900 s w wariantach z kryterium plastycznosci WW.

Przedstawiono 2 zestawienia. W pierwszym z nich na wykresach (rys. 5.38, 5.39)
umieszczono tacznie wyniki zwigzane z 3 modelami betonu dla tego samego typu prze-
kroju. Pozwala to wskaza¢ zakres spodziewanego przyrostu no$nosci uzwojonego rdze-
nia. W drugim (rys. 5.40, 5.41) zestawieniu potaczono rozwiazania dla poszczegolnych
rodzajow zbrojenia poprzecznego uzyskane przy tym samym kryterium plastycznosci be-
tonu, co z kolei utatwia poréwnanie efektywnosci uzwojenia poszczegolnych przekrojow.
Dodatkowo w tablicy 5.6 przedstawiono podstawowe informacje o naprezeniach i sitach

granicznych w poszczegblnych wariantach.
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(a) Przekroj wariant I, prosty uklad strzemion.  (b) Przekrdj wariant II, prosty uklad strzemion

7 dodatkowym zbrojeniem zszywajacym.
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(c) Przekrd) wariant III, zbrojenie zwojami.

Rysunek 5.37: Rysunki rozwazanych przekrojow. Zakreskowano obszar rdzenia poddany
analizie numerycznej. Zbrojenie podtuzne nie byto ujete w modelu obliczeniowym.
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(a) Przekroj wariant I, prosty uktad strzemion.
Przekroj L zbrojenie tradycyjne ze zszyciem
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(b) Przekroj wariant I, prosty uklad strzemion z dodatkowym zbrojeniem zszy-
wajacym.

Rysunek 5.38: Znormalizowane naprezenie osiowe wewnatrz rdzenia w funkcji skrocenia
podtuznego. Zestawiono wyniki dla danego przekroju odpowiadajace trzem modelom be-
tonu.
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(a) Przekroj wariant II1, zbrojenie zwojami.

Rysunek 5.39: Znormalizowane naprezenie osiowe wewnatrz rdzenia w funkcji skrocenia
podtuznego. Zestawiono wyniki dla danego przekroju odpowiadajace trzem modelom be-

tonu.
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(a) Porownanie nosnosci rdzenia wg modelu DP.

Rysunek 5.40: Poréwnanie efektywnosci skrepowania rdzenia przy réznych modelach ma-

teriatlowych dla betonu.
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(a) Porownanie nosnosci rdzenia wg modelu MC.
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(b) Porownanie nosnosci rdzenia wg modelu WW.

Rysunek 5.41: Poroéwnanie efektywnosci skrepowania rdzenia przy réznych modelach ma-
terialowych dla betonu.

Wyniki nie daja jednoznacznej odpowiedzi, ktory z przedstawionych sposobow
ksztaltowania zbrojenia poprzecznego jest najefektywniejszy i do ich poprawnej inter-
pretacji pomocne bedzie doswiadczenie wyniesione z serii obliczeniowych weryfikujacych

poprawnos¢ omawianego modelu.
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Tablica 5.6: Syntetyczne wyniki symulacji.
NEENN

Pole [cm?] 2012 2012 1785
rdzenia
Model DP | MC | WW | DP | MC | WW | DP | MC | WW

Naprezenia| [MPal| 36,40 | 32,37 | 38,34 | 36,44 | 32,31 | 38,29 | 37,57 | 37,56 | 41,90
w rdzeniu
Sita [MN] | 7,323 | 6,512 | 7,713 | 7,331 | 6,500 | 7,703 | 6,708 | 6,706 | 7,481
osiowa
w rdzeniu
Sita [MN] | 9,388 | 8,577 | 9,778 | 9,396 | 8,565 | 9,768 | 9,452 | 9,450 | 10,22
calkowita
z otuling

Po pierwsze daje sie zauwazy¢, ze warto$ci naprezen normalnych w rdzeniu uzy-
skane z obliczen bazujacym na modelu DP wykazuja stosunkowo nieduze réznice nieza-
leznie od uksztaltowania zbrojenia: 21 % do 25 % przyrostu no$nosci w omawianych przy-
padkach. Przy wykorzystaniu modelu MC dla betonu przyrost ten miesci sie w zakresie
od 7,7% do 25 %, a przy modelu WW od 28 % do 40 %. Nalezy zaznaczy¢, ze w ostatnim
przypadku pomimo, ze spodziewany byl wyzszy wynik niz przy pozostalych modelach
z powodu zastosowania stowarzyszonego prawa ptyniecia to jednak rezultat obcigzony jest
niepewnoscia zwigzang ze sztywnym przyjeciem parametréow funkcji plastycznosci, ktore
skalibrowane zostaly na innym zadaniu. Po zebraniu wiekszej ilosci informacji dotyczacych
konkretnego betonu (5 sposobow zniszczenia probek opisane w pracy [124]) pozwoli on
bardziej precyzyjnie oszacowaé¢ no$no$é¢ badanych przekrojow. Z kolei model MC wykazal
w 2 pierwszych przypadkach istnienie obszaréw nieefektywnie skrepowanych, co tez daje
rezultat w postaci wyraznie nizszych wynikéw przyrostu no$nosci tych przekrojow.

Ponadto zauwazamy, ze najwyzsze wartosci naprezeni niezaleznie od przyjetego
modelu uzyskano w przekroju, w ktorym zastosowano zbrojenie poprzeczne wykonane ze
zwojow. Oba pozostalte przekroje pomimo innego rozlozenia tej samej ilosci stali pozwa-
laty uzyska¢ zblizone rezultaty. Co wiecej, podobne obszary pozostawaly nieefektywnie
skrepowanych.

Poza wartosciag naprezenn normalnych w rdzeniu istotny jest udzial rdzenia w cal-
kowitej powierzchni przekroju, z czego wynika wartos¢ sity osiowej, ktora moze on prze-
nies¢ w stanie granicznym. Tutaj zbrojenie zwojami wypada nieco gorzej niz strzemiona
rozlozone na obwodzie i w ostatecznym ujeciu niweluje to lub ogranicza (zaleznie od

przyjetego modelu) wezesniej wspomniane korzysci.
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Na podstawie wczes$niej zebranych doswiadczen mozna przypuszczaé, ze w zada-
niu, gdzie mozemy spodziewaé sie wystapienia istotnych obszaréw nieefektywnie skrepo-
wanych (wzdtuz dlugich odcinkéw prostych na krawedzi rdzenia miedzy punktami przy-
trzymanymi poprzecznie) stosowanie modelu MC jest bardziej zachowawczym wyborem
niz DP ze stozkiem opisanym na ostrostupie MC (tak jak tu uczyniono), ktory moze
skutkowaé przeszacowaniem nos$nosci w takich przypadkach. Najbardziej optymistyczne
rezultaty uzyskane dzieki stosowaniu modelu WW w oparciu wytacznie o jedng znang
stala materialowa, oraz zalozone relacje pomiedzy pozostatymi nalezy traktowac z jeszcze

wieksza ostroznoscia.

Uzwojenie przekroju niejednospdjnego na przykltadzie stupa o przekroju

pierScieniowym

Wykorzystanie stupéw o przekroju poprzecznym niejednospojnym nie jest tak
powszechne jak wykonywanie elementéw pelnych i jezeli pojawia sie juz w literaturze
zwykle wystepuje jest jako alternatywna, 1zejsza forma stupa CFST z wewnetrznym plasz-
czem stalowym. Przedstawione ponizej warianty zadania nie maja zadnego dodatkowego
zbrojenia wewnetrznej, swobodnej krawedzi przekroju. Woéwcezas nalezy spodziewaé sie
duzych roznic miedzy wartosciami naprezen gtownych krepujacych, co pozwoli ocenié¢ jak
w takiej sytuacji prezentuja sie rozwiazania uzyskane z wykorzystaniem poszczegdlnych
modeli betonu.

Rozwazono kilka wariantow piersScieniowego przekroju shupa. Punktem wyjscia
jest przekrdj o $rednicy zewnetrznej rownej 600 mm i wewnetrznej 400 mm,ze zbroje-
niem obwodowym wylacznie na zewnetrznym brzegu. Stopien zbrojenia poprzecznego
rozwazano w dwoch wariantach pr = 0,5% i pr = 2,0%, i odniesiony jest do przekroju
betonowego rdzenia. Kolejny analizowany przekroj takze jest pierScieniem o $rednicy ze-
wnetrznej rownej 600 mm i wewnetrznej 200 mm, identycznie zbrojony o stopniu zbro-
jenia poprzecznego pr = 0,5%. Jako uzupekienie przedstawiono wyniki analizy shipa
o przekroju kwadratowym (z zaokraglonymi narozami) o boku rdzenia 340 mm z central-
nie umieszczonym otworem o §rednicy 200 mm. Stale materiatowe przyjeto podobnie jak
w innych przyktadach: dla stali zbrojenia poprzecznego E; = 200 GPa, f, = 500 MPa, dla
betonu E. = 32GPa, f. = 30 MPa, v. = 0,2. Zbrojenie podtuzne w omawianym przy-
ktadzie nie wystepuje. Dodatkowo, chociaz podstawowe zadanie jest osiowosymetryczne,
wykorzystano og6lny schemat PSO opisany w pracy, dyskretyzujac jedna ¢wiartke obszaru
i wprowadzajac warunki brzegowe na osiach symetrii. Obszar zdyskretyzowano elemen-
tami trojkatnymi szesciowezlowymi na siatce o wymiarze elementu 20 mm. Obliczenia
przeprowadzono w 3 wariantach stosujac r6zne warunki plastycznosci. Dla pierwszego
z wymienionych przykladéow powtoérzono roéwniez obliczenia przy wykorzystaniu siatki

o wymiarze elementu 10 mm.
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Na rysunkach 5.42-5.45 przedstawiono rozktad naprezen gtéwnych przy skroce-
niu podhuznym stupa e, = 4 %0 w postaci krzyzy o dlugosci ramion proporcjonalnej do
warto$ci bezwzglednej i kierunku odpowiadajacym kierunkowi naprezenia, ktére obra-
zuja. Kolor niebieski przypisano wartosciom ujemnym (S$ciskanie) za$ czerwony dodatnim
(rozciaganie). Obok umieszczono warstwice drugiego naprezenia gtownego (ekstremalne
Sciskanie w plaszczyznie przekroju). Ilustracja ta ma za zadanie pokaza¢ zachowanie me-
chaniczne stupa skrepowanego w zaleznosci od przyjetego modelu uplastycznienia rdzenia
betonowego. Inny charakter pracy przektada sie na uzyskanie r6znych oszacowan warto-
Sci Srednich granicznych naprezenn w osi stupa, ktorych obliczone wartosci przedstawiono
w tabeli 5.7.

Tablica 5.7: Srednie wartosci osiowego naprezenia granicznego w stupach z otworami.

‘ Model ‘ ‘ pr [7] ‘
betonu 0,5 0,5 2,0 0,5
DP 34,934 34,929 | 49,325 34,841
MC [MPa] 34, 326 32,622 | 40,192 30,974
WW 37,785 37, 243 | 53,972 36, 641

W tabeli 5.7 przedstawiono wyniki §rednich granicznych naprezen uzyskanych
przy wykorzystaniu siatki elementoéw o wymiarze 20 mm. Obliczenia powtorzone dla jed-
nego z przyktadow przy gestszej siatce daty bardzo zblizone rezultaty. Porownujac warto-
Sci zebrane w tabeli dostrzegamy, ze przy tym samym stopniu zbrojenia w modelach DP
i WW wzgledne roznice $rednich naprezen granicznych pomiedzy poszczegdlnymi przekro-
jami nie przekraczaja 2 %. Rezultaty uzyskane przy uzyciu modelu MC réznig sie istotnie,
dajac przy pr = 0,5 % przyrost nosnosci od nieco ponad 3% do ponad 14 % zaleznie od
przekroju. Najwieksze roznice pojawiaja sie w sytuacji gdy réznica pomiedzy dwoma na-
prezeniami gtownymi w plaszczyznie przekroju osiaga najwieksze wartosci. Najgorzej pod
tym wzgledem zachowuje sie przekroj kwadratowy z otworem — nieosiowo—symetryczny.
Dodatkowo mozna odnotowaé, ze we wcze$niej prezentowanych przyktadach przekrojow
jednospéjnych, w ktorych wystepowaly obszary o okraglym zbrojeniu poprzecznym roz-

nice w wynikach uzyskiwanych przy wykorzystaniu modelu DP i MC zwykle bytly znikome.
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(a) Plan warstwicowy naprezeni gléwnych Sciskajacych (réwnolez-
nikowa skladowa naprezenia).
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win = -2,5385E+0R

(b) Naprezenia gléwne w punktach catkowania numerycznego.

Rysunek 5.42: Naprezenia gltowne, pierscien 600/400 mm, pr = 0,5 %, model DP.
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(a) Plan warstwicowy naprezen glownych sciskajacych (réwnolez-
nikowa skladowa naprezenia).

o

nin = -1,0565E+07

(b) Naprezenia gltéwne w punktach catkowania numerycznego.

Rysunek 5.43: Naprezenia gtowne, pierscien 600/400 mm, pr = 2,0 %, model DP.
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(b) Naprezenia gléwne w punktach catkowania numerycznego.

Rysunek 5.44: Naprezenia gltowne, pierscien 600/200 mm, pr = 0,5 %, model DP.
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(b) Naprezenia gléwne w punktach catkowania numerycznego.

Rysunek 5.45: Naprezenia gtowne, przekroj kwadratowy z otworem, pr = 0,5 %, model
DP.
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Wowcezas wartosci dwoch naprezen gtownych w plaszezyznie przekroju byty do siebie zbli-
zone, za$ w przedstawionych tu przyktadach réznice sg istotne. Ekstremalne wartosci bez-
wzgledne minimalnych naprezen poprzecznych oyp (w przekrojach osiowosymetrycznych
sa to sktadowe rownoleznikowe) sa kilkukrotnie wyzsze od wartosci bezwzglednych oy —
drugiego z naprezen gtownych w plaszczyznie przekroju. Ponadto ekstrema wystepuja na
przeciwnych brzegach przekroju, a dodatkowo naprezenia prostopadle do wewnetrznego
otworu, z braku oddzialtywan zewnetrznych, sa réwne zeru. Prowadzi to do zachodzenia
mechanizmu opisanego przy podsumowaniu przykladoéw przedstawionych w punkcie 5.2.

Podsumowujac, otwér wewnatrz rdzenia nie stanowi przeszkody przy wykorzy-
staniu przedstawionego modelu do okreslaniu no$nosci przekroju uzwojonego. Rezultaty
symulacji sg spojne z obserwacjami czynionymi w przypadkach przekrojow jednospdjnych.
Wewnetrzny, nieobciazony brzeg przekroju, na ktérym wystepuja znaczne roznice wartosci
miedzy naprezeniami gloéwnymi o7 i o sprawia, ze stosowanie modelu opartego o waru-
nek plastycznosci Mohra-Coulomba prowadzi do istotnego, fizycznie nieuzasadnionego

zanizenia wartosci naprezen osiowych.

5.6. Podsumowanie

Wykorzystujac proponowany model obliczeniowy w zréznicowanych zadaniach,
poczyniono obserwacje dotyczace jego dziatania oraz spostrzezenia zwiazane z praca me-
chaniczng stupa betonowego skrepowanego zbrojeniem poprzecznym. Gloéwne spostrzeze-
nia dotyczace uzyskanych rezultatow sa nastepujace:

1. Wykorzystane do rozwiagzania zadania metody umozliwiaja uzyskanie zbieznego roz-
wigzania.

2. Zastosowany w wiekszosci przypadkow, w ktorych wykorzystano kryterium Druc-
kera-Pragera lub Mohra-Coulomba do opisu plastycznosci betonu podzial obciazenia
na 50 krokow okazal sie wystarczajacy. Zmniejszenie warto$ci przyrostéow obcigzenia
nie prowadzilo do zmiany rezultatow. W tej grupie przyktadéw obliczeniowych wy-
starczajace byto do 100 iteracji by uzyska¢ stan rownowagi przy zatozonej wielkosci
bledu wzglednego o wartosci 1073,

3. W przypadkach, w ktorych wykorzystano kryterium Willama—Warnkego konieczne
bylo stosowanie mniejszych przyrostow obciazenia. W wiekszosci przypadkow wystar-
czajace bylto zastosowanie podziatu na 200 krokoéw, chociaz wystapity sytuacje wyma-
gajace jeszcze mniejszych przyrostow. Uzyskanie bledu wzglednego na poziomie 1073
wymagato do 200 iteracji, ale w wiekszosci analizowanych przypadkéw ich liczba byta
mniejsza niz 100.

4. Pod wzgledem czasu obliczeri warianty modelu wykorzystujace warunki plastycznosci
DP lub MC sa poréwnywalne, zas wykorzystanie kryterium WW wymaga przy tej

samej siatce obliczeniowej 10-20 razy wiecej czasu.
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5.

Rezultaty uzyskiwane przy uzyciu modelu MC wskazuja najnizsze wartosci obcigze-
nia granicznego, z kolei uzyskane przy uzyciu modelu WW (przy zaproponowanych
warto$ciach stalych materialowych wobec braku doktadniejszych informacji) w wiek-
szosci przypadkéw wskazywaly najwyzsze wielkosci obcigzenia granicznego. Wyjatek
stanowily przekroje o ksztaltach zbrojenia innych niz ztozonych z okraglych zwojow,
przy jednoczes$nie wysokiej mocy zbrojenia poprzecznego. Wowczas najwyzsze wartosci
no$nosci przekroju uzyskuje sie stosujac model DP.

Przy braku doktadniejszych informacji o materiale stosowanie modelu 5-parametrowego
Willama—Warnkego obarczone jest niepewnoscia przyjecia statych materiatowych.

W przypadku stosowania zbrojenia poprzecznego wytacznie w postaci okraglych zwo-
jow w obszarach jednospdjnych modele MC i DP prowadza do bardzo zblizonych re-
zultatow. We wszystkich innych przypadkach (gdy dwa naprezenia glowne krepujace
roznig sie co do wartosci) wykorzystanie modeli MC i DP o takich samych parame-
trach, w zaproponowanej konstrukcji warunkoéw plastycznosci sprawia, ze oszacowanie
naprezen granicznych uzyskane z wykorzystaniem modelu MC jest zawsze nie wieksze
niz uzyskane za pomoca modelu DP.

Stosowanie modelu MC (ktory w warunku plastycznosci nie uwzglednia posredniego
co do warto$ci naprezenia gtownego) w przekrojach z krawedziami obszaru rdzenia
o zerowych lub prawie zerowych naprezeniach na brzegu skutkuje znacznym zanize-
niem prognozowanej wartosci sily osiowej w poréwnaniu z pozostatymi rozwazanymi

modelami zachowania betonu.

Na podstawie przeprowadzonych symulacji poczyniono nastepujace obserwacje dotyczace

zjawiska skrepowania rdzenia betonowego zbrojeniem poprzecznym:

1.

Racjonalne zastosowanie zbrojenia poprzecznego przynosi wyzszy przyrost no$nosci
przekroju skrepowanego poddanego osiowemu $ciskaniu niz identyczna ilo$é zbrojenia
podluznego. Dodatkowo (co nie zostalo bezposrednio wykazane w przedstawionych
symulacjach) poprawia odksztalcalnosé w zakresie fazy plastycznej, ale nie wpltywa na
poprawe no$noéci przy zginaniu i $ciskaniu z duzym mimosrodem.

Wplyw zbrojenia poprzecznego na sztywnos$¢ osiowa w zakresie sprezystym ksztal-
tuje sie na poziomie wzrostu sztywnosci o okoto AE,. =~ 0.4 pr E.. Roznice zaleza od
ksztattu zbrojenia poprzecznego oraz ksztalttu przekroju i w analizowanych przykta-
dach nie przekraczaja 10 %.

Najistotniejsze czynniki wpltywajace na przyrost nosnosci przekroju skrepowanego to
ksztalt rdzenia, stopien zbrojenia poprzecznego, granica plastycznosci stali zbrojenio-
wej oraz wytrzymalosé betonu na $ciskanie.

Sposob ksztaltowania zbrojenia poprzecznego w przekroju kwadratowym wplywa w za-
kresie okolo 20 % na przyrost nos$nosci rdzenia.

Efektywnosé skrepowania (wzgledny przyrost nosnosci rdzenia) zalezy od wytrzyma-

tosci betonu na Sciskanie i relacja ta jest w przyblizeniu odwrotnie proporcjonalna.
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6. Zbyt intensywne zbrojenie poprzeczne nie zostanie w petni wykorzystane przed znisz-
czeniem przekroju tzn. mozliwe sa sytuacje, w ktorych przy odksztalceniach odpowia-
dajacych zniszczeniu przekroju betonowego nie zostanie osiggnieta granica plastycz-

nosci w pretach zbrojenia poprzecznego.

Poréwnanie proponowanego modelu z wybranymi procedurami

przedstawionymi w rozdziale 2.2

Przeprowadzono poréwnanie granicznych wartosci naprezen osiowych w rdzeniu
uzyskanych r6znymi metodami na przyktadzie przekroju kwadratowego ze zbrojeniem
poprzecznym w postaci strzemion na obwodzie jako mozliwie prostego i typowego zadania,
zarazem nieosiowo—symetrycznego. Przyjeto nastepujace zalozenia:

1. geometria odpowiada zadaniu przedstawionemu na rysunku (5.25a) czyli bok przekroju
ma 40 cm wraz z otulina, za$ bok rdzenia 34 cm,

2. zbrojenie poprzeczne w postaci preta ¢8 w rozstawie 50 mm, co daje stopieni zbrojenia
poprzecznego w odniesieniu do calego przekroju pr = 0,85% lub o odniesieniu do
rdzenia pr = 1,18 %,

3. zbrojenie podtuzne wystepuje wytacznie w narozach,
wytrzymalosé betonu na $ciskanie wynosi f. = 30 MPa, wytrzymalos¢ stali na roz-
cigganie wynosi f, = 500 MPa, moduly Younga odpowiednio E. = 32GPa, E; =
200 GPa, stala Poissona betonu v. = 0,2,

5. w przypadku braku innych wytycznych naprezenia poprzeczne (krepujace) okreslano
na podstawie najpowszechniej stosowanego w literaturze przyblizenia o = %fs, ktore
daje wynik zblizony do uzyskiwanych numerycznie przy uzyciu omawianego w pracy
modelu.

Analizujac wyniki zestawione w tabeli 5.8, w ktorej przedstawiono wartosci gra-
nicznych naprezen osiowych w rdzeniu betonowym zauwazamy, ze rezultaty wykonanych
symulacji nie odbiegaja istotnie od uzyskanych innymi metodami. Blizej mediany wypa-
daja rozwiazania uzyskane przy wykorzystaniu warunkow plastycznosci DP i WW niz
uzyskane z warunkiem MC. Co prawda dwa najnizsze wyniki za [107, 58] uzyskano przy
uzyciu procedur przewidzianych przy stosowaniu zbrojenia zewnetrznego z wtokien z two-
rzyw sztucznych lecz pojawiaja sie i inne, wczesniejsze prace sugerujace zblizone wartosci,
jak cho¢by wg [108], ktora zwraca glowna uwage na redukcje obszaru efektywnie skre-
powanego. Zaleta, ktéora wyrdznia zastosowana w niniejszej dysertacji metode jest moz-
liwo$¢ analizowania przekroju o dowolnym ksztalcie i przebiegu zbrojenia poprzecznego.
Jednoczesnie pozwala stosunkowo precyzyjnie oszacowa¢ graniczng warto$¢ naprezen nor-

malnych w przekroju.



Tablica 5.8: Wybrane metody okreslania nosnosci przekroju uzwojonego.

Metoda Srednie naprezenia | Naprezenia Uwagi / istotne
osiowe w stanie poprzeczne parametry
granicznym ot [MPa]

Jec [MPa

PN-EN-1992 [33] fee = 41,25 or > 0,05f,

ModelCode2010 [51] fee = 40,716 or = 1,431 rdzen

prostokatny

Considére 1903 [21, 54| fee = 59,16 or = 2,95

Richart 1929 [97] fee = 42,095 oo — 2.05

Richart 1934 [98] foo = 37,30 == k=

Freudenthal 1933 |37, 54] fee = 47,70 or = 2,95 p < 3%

Maérsch 1950 [71, 54] fee = 45,93 or = 5,31

Olszak 1954 |77, 78| fee = 40,49 or = 3,178 or < 0,3f.

Riisch—Stockl 1969 [102, 54| | fe. = 44,75 op = 2,95 Ve = =

Newman-Newman 1969 fee = 45,10

73]

Stockl-Menne 1975 fee = 41,57

[114, 54]

Miiller 1975 [72, 54] fee = 46,28 v = 2,7589

Park—Priestley 1981 [88, 84| | f.. = 35,90

Sheikh-Uzmeri 1982 [108] fee = 34,06

Ahmad-Shah 1982 |3] fee = 42,55 ‘}—f < 0,68

Fafitis-Shah 1985 [34] fee = 36,39

Mander—Park 1988 [64] fee = 42,44 or = 1,431

Saaticioglu—Razvi1992 fee = 37,65 or = 1,164 fs = fnt

[103, 93] ko = 0,3947

El-Dash-Ahmad 1994 [30] | f.. = 37,07 or = 2,95

Karabinis—Kiousis 1994 [52] | f.. = 62,82

Cusson—Paultre 1995 [23] fee = 42,42 BWW

Attard-Setunge 1996 fec = 46,66 k = 0,61568

[10, 105]

Hoshikuma 1997 [46] fee = 34,48 or = 0,59 a = 0,2 kwadrat

Imran 2001 [48] fee = 45,61

Shehata 2002 [107] fee = 32,51 CFRP, przekroj

kwadratowy

Bousalem—Chikh 2007 [15] | fe. = 36,27 or = 1,431 or jak u

Mandera [64]

Moghadam 2010 [69] fee = 38,33 or = 1,431 or jak w [64]

Eid 2010 [29] fee = 44,79 fs = fwt

Lingola 2011 [58] fee = 33,79 FRP

Awang 2013 [11, 79| fee = 41,01 BWW,

zbrojenie
aktywne

DP fee = 41,21 or = 2,897

MC fee = 33,92 or = 2,899

WW fec = 43,65 or = 2,897
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6. Podsumowanie

W niniejszej dysertacji przedstawiono tematyke okreslania no$noéci przekroju be-
tonowego stupa ze zbrojeniem poprzecznym. W my$§l zasady ekonomii myslenia gléwny
nacisk potozono na optymalizacje procesu projektowania. Przyjmowane zalozenia, ktore
ograniczyly uniwersalno$¢ modelu, pozwolily w przypadkach, gdzie skrepowanie przynosi
najwieksze korzysci uzyskaé¢ rozwigzania duzo nizszym naktadem obliczeniowym. Skupie-
nie sie na shipach $ciskanych osiowo umozliwito sformutowanie problemu jako zadania
dwuwymiarowego, w ktorym analizowany obszar ogranicza sie do przekroju poprzecznego
stupa. Wykorzystanie odksztatcenn podtuznych (oznaczajacych skrocenie stupa) w roli ob-
cigzenia pozwala w pierwszej kolejnosci okresli¢ rozktad naprezen w rozwazanym prze-
kroju i na tej podstawie, znalez¢ wartos¢ graniczna sily osiowej. Zastosowanie sprezy-
sto—plastycznych modeli materialu dla betonu i stali zbrojenia poprzecznego oraz dwupa-
rametrowych funkcji plastycznosci z niestowarzyszonym prawem plyniecia plastycznego
okazalo sie w pelni wystarczajace by w zadaniach kontrolnych wynikami nie odbiegaé¢ od
procedur opartych na bardziej ztozonych modelach matematycznych lub wyprowadzonych
bezposrednio na podstawie wynikow badan eksperymentalnych. Dodatkowo przedstawione
rozwigzanie zagadnienia skrepowania rdzenia betonowego pozwala analizowaé przekroje
o praktycznie dowolnym ksztalcie, wykorzystujac do dyskretyzacji obszaru elementy troj-
katne krzywoliniowe.

Dzieki wykorzystaniu tej swobody projektowania, w zamieszczonych przyktadach
obliczeniowych, wykazano, ze w przekrojach kwadratowych bardziej optymalne prowadze-
nie zbrojenia poprzecznego pozwala uzyska¢ do 20 % lepsze efekty skrepowania niz przy
stosowaniu najprostszych rozwiagzan. Ponadto zauwazono, ze przedstawiony w dyserta-
cji model wykorzystujacy kryterium plastycznosci Mohra—Coulomba jest niedostatecznie
uniwersalny, a jego wykorzystanie powinno by¢ ograniczone do przekrojow ze zbroje-
niem poprzecznym w formie okregéw. Z kolei stosowanie warunku piecioparametrowego
Willama—-Warnkego jest uzasadnione glownie w sytuacji gdy znane sa wartosci pieciu
stalych materialowych. Bazowanie na relacjach zaczerpnietych z literatury pozwala uzy-
ska¢ wyniki (na podstawie przeprowadzonym w dysertacji por6wnaii mozna uznaé je za
wiarygodne), ktore w wiekszosci wypadkow sa najmniej zachowawcze. Dodatkowo sa one
osiggane duzo wiekszym kosztem obliczeniowym gtéwnie z powodu wiekszej ztozonosci
warunku plastycznosci oraz wolniejszej zbieznosci procedury iteracyjnej. Wobec powyz-
szych, w takiej sytuacji stosownym kompromisem miedzy doktadnoscia a wydajnoscia

wydaje sie by¢ stosowanie warunku plastycznosci Druckera—Pragera w wariancie stozka
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opisanego na ostrostupie Mohra—Coulomba do opisu plastyczno$ci betonu. Wykorzystanie

w modelu niestowarzyszonego prawa plyniecia poprawito dodatkowo jakosé¢ odwzorowania

bez zauwazalnego pogorszenia wydajno$ci programu.

Catosé uzyskanych rezultatow prowadzi do wniosku, ze udalo sie zrealizowaé

gtowny cel pracy, ktorym bylo przedstawienie prostego modelu zjawiska skrepowania stupa

betonowego z wykorzystaniem metod numerycznych. Zaprezentowany model stanowi uzy-

teczne narzedzie mogace z powodzeniem shuzy¢ do rozwiazywania zagadnieri inzynierskich,

do ktorych zostat przygotowany.

Gléwne cechy pracy

Prezentacja prostego, spojnego i uniwersalnego w zakresie geometrii przekroju modelu
zjawiska skrepowania stupéw betonowych zbrojeniem poprzecznym.

Zastosowanie uogoélnionego plaskiego stanu odksztalcenia w modelowaniu zjawiska
skrepowania.

Obliczenia prowadzone z wykorzystaniem przemieszczeniowego ujecia metody elemen-
tow skoriczonych.

Stosowanie elementéw skoriczonych klasy CY o kwadratowych funkcjach ksztattu, dla
elementow pretowych stosowanie elementéw przenoszacych wytacznie site podtuzna.
Zastosowanie nieliniowych fizycznie modeli materiatu (sprezysto—plastycznych) do mo-
delowania rdzenia betonowego oraz pretéw uzwojenia.

Przeglad rozwazanych do implementacji warunkoéw plastycznosci betonu o réznym
stopniu rozbudowania funkeji plastycznosci (w tym roznej liczby i rodzaju parametrow
materiatowych) i funkeji potencjatu plastycznego.

Przeglad literatury badan, opisu i modelowania numerycznego zjawiska skrepowania
betonu zbrojeniem poprzecznym.

Wykonanie serii obliczenn pokazujacych wptyw poszczegdlnych czynnikéw na nosnosé
przekroju.

Wykonanie serii obliczei w celu zbadania wplywu ksztaltowania trasy zbrojenia po-
przecznego w przekrojach kwadratowych na efektywnosé wykorzystania jego pracy ze
wzgledu na no$no$é¢ przekroju.

Sprawdzenie dziatania poprawnosci przedstawionego modelu w zadaniach kontrolnych

i porbwnanie rozwigzan z rozwigzaniami uzyskanymi innymi metodami.



A. Dodatek

Ta czes¢ pracy sktada sie z czterech podrozdziatow, z ktorych kazdy dotyczy
odrebnych zagadnien zwigzanych z gtownym tematem pracy. Pierwszy ma na celu przy-
wolanie i wyjasnienie symboli podstawowych pojeé, ktore wykorzystywano w dyserta-
cji bez wczesniejszego definiowania. Drugi i trzeci prezentuja alternatywne podejécia do
rozwigzania zagadnienia sprezysto—plastycznego, ktore jednak nie zostaly wykorzystane
w prezentowanym modelu obliczeniowym, ale sa pomocne w zrozumieniu mechanizmu
plastycznosci tzn. ustalania pol naprezenia i odksztalcenia poprzez catkowanie zwiaz-
kow fizycznych po osiggnieciu granicy plastycznosci w analizowanych obszarach zadania.
Czwarty podrozdzial obejmuje przyktady obliczeniowe obrazujace wpltyw stalych materia-
towych na osiggane efekty skrepowania przekroju betonowego. Pokazuja one relacje, ktore
sa obszernie opisane w literaturze, uzyskane dla trzech prezentowanych modeli fizycznych

betonu. Pozwala to dodatkowo oceni¢ poprawno$¢ przedstawionego rozwiazania.

A.1. Definicje

Tensor naprezenia. Aksjator i dewiator

Na wstepie wprowadZmy opis stanu naprezenia. Dla dowolnego kartezjanskiego
uktadu wspolrzednych tensor naprezenia, nazwijmy go o, ma 9 sktadowych, przy czym
tylko 6 niezaleznych. Zwiazki wplywajace na zmniejszenie liczby niezaleznych sktadowych

z 9 do 6 wynikaja z koniecznoéci spelnienia warunkéw rownowagi:

011 012 013
Oij = 021 O22 023 - (A1)
031 032 033
Rownania réwnowagi Naviera maja postac:
0ijj + i = 0, (A.2)

gdzie b; — sktadowe wektora sit objetosciowych, na przyktad grawitacyjnych. Z zasady

zachowanie kretu wynika réwnanie:
045 = Ogj- (A3)
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Zatem tensor naprezenia na podstawie wzorow (A.1) oraz (A.3) mozna przedstawi¢ w po-

staci:

011 012 013
Oij = | 012 022 023 - (A-4)

013 023 033
W kazdym punkcie analizowanego obszaru, rozwiazujac zagadnienie wartosci wta-
snych tensora, mozemy przedstawi¢ stan naprezenia w postaci 3 wartosci gtownych. Opis
taki uzupetniaja wartosci kosinuséw kierunkowych okreslajace uktad gtowny (w ktorym
przedstawione sa naprezenia gtowne) wzgledem globalnego ukladu wspoétrzednych. Jezeli
w rozwazaniach pojawiaja sie naprezenia gléwne w losowej lub uporzadkowanej kolejnosci,

stosowane jest nastepujace rozroznienie:

— nieuporzadkowane:

01,02,03,

— uporzadkowane nierosnaco:

01, 011, O111-

7Z tensora naprezen wydzielié mozna czesé¢ kulista o — aksjator i odsrodkowa
oD — dewiator. Czes¢ kulista reprezentuje ciénienie hydrostatyczne — réwnomierne roz-
ciaganie/$ciskanie i w konsekwencji prowadzi do zmian objetosci, za$ cze$¢ odsrodkowa

odpowiada za odksztalcenia postaciowe

1
511 0
A _ 1
Oij = 0 §]1 ) (A5)
0 1
1
011 — 311 012 013
D _ 1

Oij = 012 o2 — 5k 023 ; (A.6)

1

013 023 033 — §Il

gdzie I, oznacza pierwszy niezmiennik stanu naprezenia.

Opis stanu naprezenia przez niezmienniki

Do opisu stanu naprezenia w sytuacji, gdy badane jest wytezenie materiatu, wy-
godne jest stosowanie niezmiennikow tensora naprezenia. Niezaleznie od wyboru uktadu

wspotrzednych ich wartosci sa state. Ponizej przedstawiono ich definicje.
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Pierwszy niezmiennik tensora stanu naprezenia:
Il = 011 + 092 + 033 = 01 + 011 + O111- (A?)

Drugi niezmiennik tensora stanu naprezenia:

011 012 011 013 022 023
I, = + + =
012 022 013 033 023 033
_ 2 2 2
= 0110922 — 019 + 011033 — 013 + 022033 — 053 =

= oroqn+oronr + on o (A,8)

Trzeci niezmiennik tensora stanu naprezenia:

011 012 013
Is = | 019 099 093 | = 011022033 + 2012013 023 +
013 023 033

— (0'11 U§3+022 0f3+033 0'%2> = 010711 O111- (Ag)

Ponadto w praktyce przydatne jest postugiwanie si¢ réwniez niezmiennikami de-
wiatora stanu naprezenia. Dla odr6znienia od niezmiennikéw pelnego tensora, ktore sa
oznaczane wielka litera 7, te sg oznaczone J.

Pierwszy niezmiennik tensora dewiatora stanu naprezenia ma stata wartosc:

1 1 1
Jl == (0'11 — g[l) + (0'22 — §]1> + (0'33 — 511) == Il - Il = 0. (AlO)

Drugi niezmiennik tensora dewiatora stanu naprezenia jest rowny:

J, = 011—%[1 012 i 011—%11 013 i
, =
012 022—%1.1 013 033—§1.1
O99 — =1 o 1 1
+ 220 S _231[ = <0'11 - §]1> (022 - §[1> —oly +
23 033 — 311
1 1 1 1
+ (011 - 511) (033 - §[1 — o5+ (022 - §[1) (033 - §I1> — 05y =
1
= 5 (o1 — on)? + (o1 — om)” + (o — UIII)Q} : (A.11)

Trzeci niezmiennik tensora dewiatora stanu naprezenia wyraza sie nastepujaco:
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1
011 — §[1 012 013

— 1 —

Jy = 012 022 — 311 023 =

1
023 033 — 311

1 1
= (011 — —[1) (022 — 511) (033 — 511) + 2012013 093 +
2 1 2 1 2
— 011——[1 0'23—|— 0'22—511 013—|— 0'33—511 012 =

= 27 (201 — 011 — UIH) (2011 — 01 — UHI) (20111 — 01 — UH) . (A-12)

Opis stanu naprezenia przez niezmienniki (p,q,r)

System (p,q,r) jest czesto stosowany w odniesieniu do materiatow sypko-spoistych,
takich jak grunty czy skaly, a takze dla betonéw. Najczesciej wykorzystywany jest do opisu
modeli Mohra—-Coulomba i Druckera—Pragera. Relacje do wczesniej przedstawionych nie-

zmiennikoéw tensora stanu naprezenia przedstawiono ponizej:

1
p==§h, (A.13)

¢ =/3, (A.14)

r= 3%@. (A.15)

Opis stanu naprezenia we wspdlrzednych Haigha—Westergaarda.

System wspolrzednych cylindrycznych (&, p, ) Haigha—Westergaarda jest w wielu
sytuacjach wygodny przy zmianie z wezesniej zdefiniowanego uktadu kartezjanskiego (o7,
09, 03) gdyz zachowuje te sama skale naprezen i ma czytelna interpretacje: & — wspot-
rzedna na osi ciSnienia hydrostatycznego, p — odlegtos¢ od osi ci$nienia hydrostatycznego
na plaszczyznie dewiatorowej, 8 — kat Lodego — kat obrotu w plaszczyznie dewiatoro-
wej miedzy przyjetym kierunkiem odniesienia a kierunkiem zdefiniowanym przez punkt

obrazujacy stan naprezenia w przestrzeni naprezen.

§=;;h V3p, (A.16)

p:VEE:vgi (A.17)



cos(30) =

V3 s (T)g. (A.18)

Tw—g: q

q
Na podstawie wzoru (A.18) kat 6 w zakresie 0° — 60° mozna oblicza¢ nastepujaco

3
0= 1a,lrccos w S ) 1eurccos (i) . (A.19)
3 2 /73 3 q

Tensor malego odksztalcenia

[59]:

W prowadzonych analizach wykorzystywany jest tensor matego odksztalcenia e

wprowadzony przez Cauchy’ego.

€11 €12 €13
€ij = |€21 €22 €23 - (A.20)

€31 £32 €33

Poszczegolne sktadowe zdefiniowane sa wedlug nastepujacej reguly:

1
Eij = 5( i.j + Ujﬂ'), (A.21)
gdzie u oznacza wektor przemieszczenia. Bezposrednio z rownania (A.21) wynika symetria
tensora wzgledem gléwnej przekatnej, co oznacza, ze liczba jego niezaleznych sktadowych

jest réwna 6. Zatem mozemy przedstawi¢ go w postaci:

€11 €12 €13
€ij = |€12 €22 €23 - (A.22)

€13 €23 €33

A.2. Calkowanie zwigzkoéw konstytutywnych wzgledem czasu

metoda jawng

Rozwiazanie metoda jawna nie zostatlo wykorzystane w algorytmach uzytych do
przygotowania przyktadow obliczeniowych zamieszczonych w niniejszej pracy. Ten sposob
poszukiwania stanu naprezenia i odksztalcenia po uplastycznieniu opiera sie na obliczaniu
przyrostow na podstawie rozwiazania z poprzedniego kroku obciazenia. W ogoélnosci algo-
rytm ten jest mniej doktadny od zastosowanej i opisanej w gtéwnej czesci pracy metody
niejawnej. Przygotowujac ponizsze wyprowadzenie wykorzystano opisy metody zawarte
w [20, 19, 85].
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Przyrost mnoznika plastycznego

Wychodzac z zalozenia, ze predkosé tensora odksztalcenia (3.6)

P

. e .
€ij = €45 T iy

oraz zwiazkow konstytutywnych (3.7)

& =t & gP.:)}aG
1) ’L]kl kl» 1) ao_ . )
)

tensor predkosci odksztatcenia moze zosta¢ wyrazony nastepujaco:

I $i: . 0G
= L5 Y b ’ A.23
9K * 2GKirchhof * 0oij ( )

gdzie K i Gxirennot t0 odpowiednio modutl odksztalcalnosci objetosciowej (Helmholtza)
i modut odksztalcalnosci postaciowej (Kirchhoffa). Rozwiazujac powyzsze rownanie wzgle-
dem $;; uzyskamy:

. . . 0G 2GKirchhoff .
ij =2G irchhoff €ij -2G irchho A - I
Sij Kirchhoff €ij Kirchhoff aoij 9K

1035 (A.24)

Mozemy zauwazy¢, ze jezeli A > 0, to przyrost warto$ci funkcji plastycznosci musi byé

zerowy, gdyz naprezenia pozostaja zawsze na jej powierzchni, zatem:

oOF
5= 0. A.25
aO'ijO-J ( )
Zarazem:
. . L.
Uij = Sij + 511 52] (A26)

Jednoczesnie I; mozemy wyrazié wykorzystujac rownanie (A.23) i podstawiajac i = j co
pozwoli nam uzyskaé¢ nastepujacy rezultat:
. . 0G
I =3K (ékk — )\—5ij) . (A.27)
80'2']'
Dokonujac podstawienia do rownania (A.25) rownan (A.26), (A.24), (A.27) otrzymujemy

nastepujace rOwnanie:

oF . 0G
2G ircho 2 - 2G ircho A
do, { Kirchoff €ij Kirchoff aaij—i-

2GKirchhoft \ [ . . 0G B
(1= ) (o, 5 g V)

(A.28)
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z ktorego wynika, ze:

QGKirchhoff% g’L] + (K - %GKirchhoﬁ) %éjj

p-
oF oG 2 oF _ 9G_°
2GKirchhoft + (K — 2GKirchhorr)

Omn OTmn Oomm O0nn

(A.29)

Budowa macierzy sprezysto—plastycznej

Do przedstawienia zachowania materiatlu w fazie sprezystej wystarcza znana z teo-
rii sprezystosci posta¢ macierzy sprezystej D;jr, ktora stanowi punkt wyjscia do dalszych

rozwazan.

2
Dijri = 2GKirchnoft Oik 051 + (K - gGKirchhoff) i O (A.30)

By moc przedstawié¢ relacje naprezenie—odksztalcenie w stanie plastycznym ana-
logicznie jak w zadaniu sprezystym, konieczne bedzie wprowadzenie macierzy sprezy-

sto-plastycznej, ktora oznaczmy jako D7y, Wowezas:

dij = D?;)kl ékl- (A31)

Wykorzystujac rownania (A.26), (A.24), (A.27), w przypadku materiatu izotro-

powego mozemy zapisa¢ nastepujaca zaleznosé:

. : 2 .
0ij = 2GKirchhoft £ij + <K — gGKirchhoH) €k 0ij — (A.32)
: 2 oG oG
- A K- -G irchho _62+2G irchhoff 5 | -
K 3 L Kirchh H) Doy Kirchh, H@am}
Mozna przy tym zauwazy¢, ze z rOwnania da sie wyznaczy¢ dewiator predkosci tensora
odksztatcenia:
i . 1.
€ij = Eij — 5% ij- (A.33)

Jednoczesnie, zwazywszy, ze funkcje plastycznosci F'(0;;) przedstawiono w rozdziale 3. jako

F(I, J3, J3). Pochodna % mozna przedstawi¢ w postaci:
ij

oF  OF 0, OF 0Jy, = OF 0Js

T oL A.34
aaij 8[1 8Uij + aJQ aO’i]’ + 8J3 80’1-].’ ( )
przy czym, jak pokazano w [19]:
ol
= %4 Al
8@]- J ( 35)
0Jy
doy; 0 A.36
8025 5 J ( )
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aJ. 2
3 = Sik Skj — §J2 (5” (A37)

80ij
Analogicznie postapi¢ mozna z funkcja potencjalu plastycznego G(o;;), ktora w anali-

zowanych w pracy modelach Druckera-Pragera oraz Mohra-Coulomba jest powiazana

z funkcja plastycznoscei. Ostatecznie rownanie (A.32) przybiera postaé:

0ij = 2GKirchhoff €ij + K Exp, 05 — (A.38)
: oG oG oG 2
_ K25 4 2Gh: et 2 s S — =T S ]
A |:3 811 5@] + GKlrchhoff <8JQ Sij + an (Szk Skj 3J2 5ZJ)>:|

Wprowadzajac te same podstawienia do rownania (A.29) uzyskamy:

. 1 oF oF oF 2 .
A= [3K8_115kk + 2GKirchhoft <8J i+ A (Sil 515 — §J2 5@‘)) 5@} ; (A.39)

gdzie H jest wyrazone nastepujaco:

oF 0G 2 oF 0G
H = 2Gxirchhot 5— D07, Do <K — gGKirchhoﬁ) o Do (A.40)
OF 0G OF oF oF 2
= 9-’(6—118—11 + 2GKirchhoft (a—h%’ + 5 07,5 + o o (Sik Skj — §J2 5@')) :

oG oG oG 2 OF 0G
(o057 grzss°+ i, (s10 = 39203 ) — 6Grmamer 57

Majac powyzsze na wzgledzie macierz sprezysto—plastyczna uzyskamy rozwijajac wyraze-

nie:

o 2 1
Dszkl 2GKirchhoft Oik; 01 + (K - gGKirchhoff) 0ij Okt — H HF HS, (A.41)
gdzie odpowiednio:
oF oF oF 2
HF = 3K8 51] + 2GKirchhoff [TJQSH + 8_(]3 (Sik Skj — §J2 51])} , (A42)
oG oG oG 2
HE =3K—§ 2GKirchho mSmi — =J20 . A.43
Kl a1, &l t 2GKirchhoff |:8J28kl+aJ3 (Sk Sml 372 kl)] ( )

Nalezy zwroci¢ uwage, ze macierz sprezysto—plastyczna, ktora umozliwia obli-

czenie przyrostow naprezen, jest uzalezniona od stanu naprezenia w poprzednim kroku.
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Oznacza to, ze po kazdym kolejnym przyroscie obciazenia, ktore wywoluje odksztalcenia

plastyczne, macierz sprezysto—plastyczna wymaga aktualizacji wartosci.

A.3. Rownania Prandtla—Reussa

W rozdziale 4. przedstawiono sposob aktualizacji naprezen i odksztalcen plastycz-
nych w ujeciu ogélnym. W przypadku elementéw jednowymiarowych, ktore wykorzysty-
wano do modelowania zbrojenia poprzecznego wystarczajace jest prostsze podejscie, ktore
tu przedstawiono, opierajac sie gtownie na [20, 19].

Przywotane w punkcie 3.2 rownanie (3.6), okreslajace predkosé odksztaltcen, wy-
maga wyznaczenia wielkosci przyrostow mnoznika plastycznego A\. W pierwszej kolejnosci

przedstawmy catkowity przyrost éfj jako sume czesci dewiatorowej i kulistej:

1
éfj = éfj + gégk ijs (A.44)

gdzie efj to dewiator tensora odksztatcen plastycznych, za$ kropka nad wyrazeniem ozna-

cza pochodna wzgledem czasu (predkosé).

\ 0-2 03

Rysunek A.1: Schemat obrazujacy warunek ortogonalnosci odksztalcen plastycznych dla
materialu Prandtla-Reussa. Ograniczeniem przestrzeni naprezen plastycznie dopuszczal-
nych jest warunek Hubera. Przyrosty odksztalcen plastycznych sa prostopadie do osi
hydrostatycznej, wiec nie wywoltuja zmiany objetosci.

Ponadto, jak zauwazono w [136], material idealnie plastyczny po osiagnieciu stanu

plastycznego nie zmienia objetosci, co oznacza, ze:

1

jednoczesnie pozwala to spetni¢ warunek ortogonalnosci przyrostow odksztatcenia do po-

wierzchni plastycznej, a rownanie (A.44) upraszcza sie do postaci:

el =¢él. (A.46)
Analogiczne mozemy roztozy¢ na dwa skladniki tensor naprezenia:
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1
oij = Sij + gakk ijs (A.47)

gdzie s;; jest dewiatorem tensora naprezenia.

Nalezy zauwazy¢, ze czesé¢ kulista tensora naprezen wywota zmiane objetosci je-
dynie w sprezystym zakresie pracy materialu. Cisnienie hydrostatyczne nie wplynie na
odksztaltcenia po uplastycznieniu stad przyrosty odksztatcen plastycznych mozna wyrazi¢

W postaci:

co prowadzi wprost do réwnan Prandtla—Reussa:

) 2. [ 1
el = 5)\ 011 — B} (022 + 033) 7} (A.49)
ehy = g)\ 099 — = (033 + 011)
292 3 22 2 33 11 )
i 2. 1
€5 = 5)\ 033 — B (o1 + 022)} ;
5'511)2 = >'\0-127
égg) = )‘\023,
égl = )‘\0'31.

Powyzszy uklad rownan wigze poszczegolne sktadowe przyrostu odksztatcen pla-
stycznych ze sktadowymi stanu naprezenia, lecz w dalszym ciagu konieczne jest ustalenie
predkosci mnoznika plastycznego. Wychodzac z rownania (A.48) mozemy zapisa¢ naste-
pujace réwnania:

5 _ 5 (A.50)
s1 Sy S3 ’ ’

Wykorzystujac rownania Prandtla-Reussa, poszukujemy rozwiazania wzgledem
niewiadomej A. Chen [20] przedstawia to rozwiagzanie w nastepujacej postaci:

. deP
A= , (A.51)
V2

gdzie deP jest przyrostem efektywnych odksztatcen plastycznych obliczonych nastepujaco:

1

co z kolei mozna rozwina¢ do postaci:



. 1 . . 2 . . 2 . . 2 . 2 . 2 . 2 12
dor = {5 [l = e+ (e - )+ (& — ] + ()" + )7 + (&)

(A.53)
Wykorzystujac ponadto przedstawiona w rownaniu (3.15) postaé funkeji plastycz-

no$ci Hubera—Misesa ostatecznie dochodzimy do réwnar:

_ 5D
=392 (A.54)
Oy
deP
y

Powyzsze rozwazania opieraly sie na wykorzystaniu materiatu liniowo sprezy-
stego—idealnie plastycznego z warunkiem plastycznosci Hubera—von Misesa—Hencky’ego
(hipotezy opartej na energii odksztalcenia postaciowego) oraz stowarzyszonego prawa
plyniecia. Model taki bywa nazywany materialem Prandtla-Reussa, stanowi najprostszy
przypadek zadania sprezysto—plastycznego i w niniejszej pracy zostal wykorzystany przy

modelowaniu zachowania stalowego zbrojenia poprzecznego.

A.4. Wplyw stalych materialowych na efektywno$é¢ skrepowania

Wplyw wytrzymalosci na Sciskanie betonu

Rozwazany jest wplyw wytrzymatosci betonu na $ciskanie na efektywnosc skre-
powania. Nalezy zauwazy¢, ze w tym punkcie skorelowano modul Younga betonu z jego
wytrzymatoscia tak, jak ma to miejsce w rzeczywistosci. Do tego celu wykorzystano relacje
zaproponowane przez norme PN-EN1992-1-1 [33], przedstawione w tabeli 3.1 w cytowa-
nej pozycji. Wartosci tak uzyskane nie odbiegaja znaczaco od propozycji przedstawionych
w normie [2]. Dla sprawdzenia jak wytrzymalos¢ betonu wplywa na koncowe rezultaty
przy zniszczeniu w roéznych stanach naprezenia, wykonano serie obliczeri o zr6éznicowa-
nej geometrii przekroju poprzecznego. Zestaw wybrano identycznie jak w pozostatych
podrozdziatach, w ktorych analizowano wptyw czynnikéw niezmieniajacych bezposrednio
ksztattu przekroju. Dokltadniejszy opis i rysunki zamieszczono w podrozdziale poswieco-
nym badaniu wptywu stopnia zbrojenia poprzecznego (punkt 5.4). W ramach serii modele
roznity sie wlasciwosciami betonu w taki sposob, ze kazdy odpowiadal betonowi klasy od
C12/15 do C50/60 wedtug normy PN-EN1992-1-1, obejmujac tym samym zakres betonow
o zwyklej wytrzymalosci. Dla kazdego przekroju wykonano 3 serie obliczen, przyjmujac
w kazdej z nich inny model pracy betonu. Gléwnym poréwnywanym wynikiem byta gra-

niczna wartos¢ naprezen normalnych wzdtuz osi stupa. Poszukiwano zwigzku miedzy ta
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wartoscig a wytrzymaloscia betonu na $ciskanie. Wyniki obliczenn przedstawiono na po-

nizszych wykresach na rys. A.2-77.

1.7
1.6
1.5+
1.4+
1.3+
1.2
1.1+

1

Przekroj 40x40 z pojedyriczym strzemieniem

Sstal Allin
pT =0,5%

=il p
m—f— MC
e VWY

Y

——— sy

[

-4

Znormalizowane Srednie naprezenie w rdzeniu

10

15 20 25 30 35 40 45 50

Wytrzymalos¢ betonu na Sciskanie [MPa]

Rysunek A.2: Efektywnos¢ skrepowania w funkcji wytrzymalo$ci betonu na $Sciskanie.
Przekroj kwadratowy ze strzemieniem na obwodzie.

1.8
1.7
1.6
1.5+
1.4+
1.3
1.2
1.1+

Przekrdj 40x40 z podwdéjnym strzemieniem

Stal Allin
pT =0,5%

=i (D
e 11C
el WV

10

Znormalizowane srednie naprgzenie w rdzeniu

15 20 25 30 35 40 45 50

WytrzymatosS¢ betonu na Sciskanie [MPa]

Rysunek A.3: Efektywno$¢ skrepowania w funkcji wytrzymatosci betonu na §ciskanie.
Przekroj kwadratowy ze strzemionami na obwodzie i potozonym diagonalnie.
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Przekroj 120x40 z pojedyniczym strzemieniem

Stal Allln
pT =0,5%
=
& 1.6+
™
=
2 1.5
a
§ == dp
& 1.4+ —— e
@
5 134 W
C
B
2 1.2
[4}]
g 1.1
= -4 7
= ——— A ) | )
® T hd ¢ ¢ = >
g 1 T T T T T T T 1
=l 10 15 20 25 30 35 40 45 50
™~

Wytrzymalos¢ betonu na Sciskanie [MPa]

Rysunek A.4: Efektywnos¢ skrepowania w funkcji wytrzymalosci betonu na $ciskanie.
Przekroj prostokatny ze strzemieniem na obwodzie.

Przekroj kotowy d30 z pojedyriczym zwojem

Stal Allin
pT =0,5%
=]
5 2.2-
N
<
z o
o
§ H dp
B 1.8 o
1]
S 164 =
| -
=]
£ 144
@
@
s 124
[=]
N
g 1 T T T T T T T 1
S 10 15 20 25 30 35 40 45 50
I~

WytrzymatoSE betonu na Sciskanie [MPa]

Rysunek A.5: Efektywno$¢ skrepowania w funkcji wytrzymatosci betonu na §ciskanie.
Przekroj kotowy ze zbrojeniem na obwodzie.

Poza wartosciami uzyskanymi w poszczegolnych punktach na wykresach umiesz-
czono linie trendu, ktore pokazuja przyblizony przebieg relacji. Mozna zauwazy¢, ze dla
roznych przekrojow zachowuja sie one podobnie. Ustalono, ze widoczna jest najlepsza
zgodnos¢ do funkceji o ogolnej postaci F(oc) =1+ A%, gdzie A oraz B sa parametrami

zaleznymi od innych wielko$ci materiatlowych, geometrycznych oraz przyjetego modelu
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betonu. W tabeli A.1 zestawiono wartosci statych oraz catkowity btad kwadratowy dopa-

sowania, uzyskane metoda najmniejszych kwadratow.

Tablica A.1: Parametry korelacji szczytowych, znormalizowanych naprezeii w rdzeniu
z wytrzymalto$cig betonu na Sciskanie.

| Prostokat \ A \ B \ > R? |
Drucker—Prager | 5,54548445484766 | 0,976777300201799 | 3,335344738 - 10~°
Mohr—Coulomb | 0,938714944766035 | 1,03169077366676 | 1,189454384 - 10~°
Willam—Warnke | 3,80481820439359 | 0,790191604586467 | 6,337982792 - 10~°
| Kwadrat z 1strz. | A \ B \ ST R? |
Drucker—Prager | 6,32101509139535 | 0,980796333661355 | 2,431304502 - 10~°
Mohr-Coulomb | 2,44978046876776 | 1,01768047047548 | 7,674483362-10~"
Willam—Warnke | 4,85363659452387 | 0,820379911099470 | 5,526285096 - 10~°
| Kwadrat z 2strz. | A ‘ B ‘ > R? |
Drucker—Prager | 6,74271995744223 | 0,995199957842955 | 1,074558310 - 10~°
Mohr-Coulomb | 4,42568305869915 | 1,01211225205202 | 4,930243940 - 10~°
Willam—Warnke | 6,73210727373993 | 0,884564930603340 | 4,336802184 - 10~°
| Kolo \ A \ B \ > R? |
Drucker—Prager | 7,98182370759057 | 1,00607607949819 | 6,388192878 - 10"
Mohr—Coulomb | 7,98254350148768 | 1,00636780202930 | 4,527433660 - 10~°
Willam—Warnke | 10,0337744170018 | 0,939990074151348 | 4,751575144 - 10~°

Po doktladniejszym przyjrzeniu sie zaprezentowanym rezultatom zauwazymy, ze
catkowity btad kwadratowy korelacji jest najnizszy dla przekroju kotowego i rosnie we
wszystkich modelach w miare rozwazania coraz mniej efektywnych przekrojow, czyli ta-
kich gdzie rozktad naprezen poprzecznych jest coraz bardziej odlegly od jednorodnego.
Dodatkowo wida¢, ze podobnie zachowuje sie¢ warto$¢ parametru B, ktora dla modeli DP
i MC poczatkowo jest bardzo zblizona do 1, a przy kolejnych przekrojach oddala sie od
tej wartosci maksymalnie o okolo 3 %. Duzo wieksza zmiennos$é obserwuje sie dla tego
parametru w przypadku modelu WW. Ponadto w tym modelu caltkowity btad kwadra-
towy jest co najmniej o rzad wielkosci wiekszy niz w pozostatych dwoch. Przyjecie w tym
modelu zaleznosci w postaci funkcji F(og) = 1+ A% zwieksza blad korelacji o okoto 2

rzedy wielkosci, ale dalej miesci sie ponizej 10~3 we wszystkich rozwazanych przypadkach.

Wplyw parametréw stali zbrojenia poprzecznego

Wplyw granicy plastycznodci stali wykazuje istotng role w ksztattowaniu nosno-
§ci granicznej przekroju. Jest tatwe do przewidzenia, gdyz graniczne naprezenia krepujace
zaleza od sily osigganej w zbrojeniu poprzecznym, a ta (przyjmujac najprostszy mo-
del) zalezy od iloczynu stopnia zbrojenia poprzecznego pr, pola przekroju A. i granicy
plastycznodci stali fy. Przewidywano, ze rezultaty beda zblizone jak w przypadku bada-

nia sprawdzajacego zalezno$¢ efektow skrepowania od stopnia zbrojenia poprzecznego.

159



W pierwszym kroku, modele przygotowane identycznie jak opisane w poprzednim punk-
cie, tylko ze stalag wartoscia f. = 30 MPa i stopniem zbrojenia poprzecznego pr = 0,5 %.
Podzielono je na serie, w ktorych granica plastycznosci stali wynosita od f, = 100 MPa
do fy, = 1000 MPa ze skokiem co 100 MPa.

Przekroj 40x40 z pojedyriczym strzemieniem

beton C30/37,

pT =0,5%
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Przekroj 40x40 z podwaojnym strzemieniem
beton C30/37,
pT =0,5%

=== (D
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Granica plastycznosci stali [MPa]

Znormalizowane srednie napregzenie w rdzeniu

Rysunek A.6: Efektywnos$¢ skrepowania w funkcji granicy plastycznosci stali zbrojenia
poprzecznego na rozcigganie, serie pr = 0,5 %.

Po wstepnej analizie i zaobserwowaniu pewnych zjawisk zachodzacych w przekro-
jach o silnie niejednorodnym rozktadzie naprezen poprzecznych wykonano dodatkowe serie
obliczen przy stopniu zbrojenia pr = 2,0% dla przekroju kwadratowego z pojedynczym

strzemieniem i prostokatnego. Rezultaty w postaci wykresow zaleznosci znormalizowanych
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naprezen osiowych w rdzeniu w funkcji wytrzymatosci stali na rozciaganie przedstawiono
na rysunkach A.6-A.8.

Przekrdj 120x40 z pojedyriczym strzemieniem

beton C30/37,

pT =0,5%
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Rysunek A.7: Efektywnos$é¢ skrepowania w funkcji granicy plastyczno$ci stali zbrojenia
poprzecznego na rozcigganie, serie pr = 0,5 %.
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Rysunek A.8: Efektywnos$é¢ skrepowania w funkcji granicy plastycznosci stali zbrojenia
poprzecznego na rozcigganie, serie pr = 2,0 %.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze w zaleznosci od uksztaltowania przekroju poprzecznego
poszczegblne modele zachowuja sie w nieco odmienny sposoéb. W sytuacji gdy geometria
rdzenia oraz uzwojenia zapewnia stosunkowo réwnomierny rozktad poprzecznych napre-
zefi normalnych (krepujacych), co mozna utozsamiaé z ograniczeniem lub nawet wyeli-
minowaniem obszarow nieefektywnie skrepowanych, wowczas roznice pomiedzy wynikami
osiowych naprezen granicznych z poszczegolnych modeli sa najmniejsze i tatwe do przewi-
dzenia z uwagi na liniowg zalezno$¢ od badanego parametru. W pozostalych przypadkach

liniowy charakter zalezno$ci utrzymuje sie jedynie w przypadku wynikow obliczen uzyska-
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nych przy wykorzystaniu modelu DP. Szczegolnie istotne réznice widoczne sg przy duzej
sile zbrojenia poprzecznego'. Wowczas stosujac model MC w wynikach pola przemiesz-
czen zauwazamy wydzielenie obszarow nieefektywnie skrepowanych, ktore przemieszczaja
sie znacznie wzgledem pozostatej czeSci rdzenia. Nie pozwala to wykorzysta¢ w pelni
potencjatu zastosowanego zbrojenia poprzecznego, ktore nie osigga w takiej sytuacji gra-
nicy plastycznosci podczas gdy przekroj poprzeczny ulega juz znacznym odksztalceniom
plastycznym. Podobny mechanizm, cho¢ przy wiekszych odksztalceniach i przy mniej
wyraznej granicy poslizgu pojawia sie przy obliczeniach prowadzonych z wykorzystaniem
modelu WW. Dodatkowo to wtasnie przy tym modelu obserwuje sie najwieksze przemiesz-
czenia poprzeczne, lecz wigzaé¢ to nalezy ze zjawiskiem dylatancji, ktore najsilniej daje
o sobie zna¢ z powodu zastosowania stowarzyszonego prawa plyniecia. Mozna przy okazji
nadmienié¢, ze na mozliwo$¢ zniszczenia przekroju skrepowanego przed osiggnieciem na-
prezen plastycznych w stali uzwojenia zwraca uwage Nowakowski [75] w swojej rozprawie
doktorskiej. Uwaga ta jest o tyle istotna, ze znaczna cze$¢ uproszczonych modeli okreslenia
nosnosci przekroju skrepowanego (patrz tablice 2.1, 2.2, 2.3) opiera sie na zalozeniu, ze

w zbrojeniu poprzecznym osiggane sa naprezenia rowne granicy plastyczno$ci.

I Termin taki wykorzystywany jest czasem w literaturze do okredlenia iloczynu stopnia zbrojenia
i wytrzymalodci na rozcigganie zbrojenia, w tym przypadku zbrojenia poprzecznego.
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Spis oznaczen

Symbole tacinskie wielkie

A. — pole przekroju rdzenia betonowego,
A, — pole przekroju poprzecznego stupa betonowego,
A, Ag, Ay, Ay, Agw — pole przekroju zbrojenia poprzecznego,
Ay — pole przekroju i-tego preta zbrojenia poprzecznego,
B, B — macierz zaleznosci odksztalcenie — przemieszczenie,
Cijm — tensor podatnodci,
C° - klasa elementu skoriczonego,
D, D® — macierz sprezystosci,
D  — macierz sprezysto—plastyczna,
D;jiy  — tensor sprezystosci,

Dyax  — maksymalny wymiar kruszywa,
E  — modul Younga,
Ey - poczatkowy modul sprezystosci (Younga) betonu,

E. — modut sprezystosci betonu,
E, - energia potencjalna odksztalcenia,
E;  — modul sprezystosci stali,
F' — funkcja plastycznosci,
G - funkcja potencjatu plastycznego,
Gxirenhof — modul Kirchhoffa,
Iy, I, I3 — niezmienniki tensora stanu naprezenia,
J1, Jo, J3  — niezmienniki dewiatora tensora stanu naprezenia,
K — modut Helmholtza,
L™ — wielomian Lagrange’a n-tego stopnia,
N — funkcja ksztaltu,
N - macierz funkcji ksztaltu,
P - sila osiowa,
R’ - macierz rezyduéw w i-tej iteracji,
S, 00— brzeg obszaru przekroju rdzenia,
Vo — przestrzen pol kinematycznie dopuszczalnych,
WP — praca odksztalcenia plastycznego.

Symbole tacinskie mate

e, be, d.  — wymiary rdzenia betonowego,
b; — odleglo$¢ miedzy pretami zbrojenia podtuznego,
c — spOjnosc,

d — $rednica, lub parametr zniszczenia,
fao [l flo, fe  — wytrzymalosé charakterystyczna betonu na $ciskanie,
fees J1s fles fee — wytrzymalosé charakterystyczna betonu skrepowanego na
Sciskanie,

fea — wytrzymatosé obliczeniowa betonu na Sciskanie,
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f cb

f ct

fiy fo
Jie

Js

— wytrzymalos$¢ betonu na dwuosiowe rownomierne $ciskanie,
— wytrzymalto$é betonu na jednoosiowe rozcigganie,

— poprzeczne naprezenia krepujace,

— skuteczne naprezenia krepujace,

— naprezenia maksymalne w zbrojeniu poprzecznym, czesto
odpowiadajace granicy plastycznosci,

fys fyt — granica plastycznosci stali (zbrojenia poprzecznego),
ne — jednostkowy wektor normalny,
p, ¢, v — niezmienniki stanu naprezenia,
r — promien,
r. — promien w plaszczyznie dewiatorowej odpowiadajacy
ekstremalnym naprezeniom Sciskajacym,
ry — promien w plaszczyznie dewiatorowej odpowiadajacy
ekstremalnym naprezeniom rozciggajacym,
rt  — rezydua w i-tej iteracj,
Se, § — skok uzwojenia lub rozstaw strzemion,
s;; — dewiator tensora naprezenia,
sy — rozstaw pretow zbrojenia gtownego,
t — pseudo—czas,
Uj, U, U, U — Przemieszczenia,
u — wektor przemieszczenia,
w; — waga i-tego punktu catkowania numerycznego.
Symbole greckie
0ij — symbol Kronekera,
g, €45 — odksztalcenia,
Eijs afj — sktadowa sprezysta i plastyczna tensora odksztatcenia
ge2  — odksztalcenie poczatku idealnej plastycznosci betonu wg [33],
€e2c — odksztalcenie rozpoczynajace idealng plastyczno$¢é betonu
skrepowanego wg [33],
geuz  — odksztalcenie graniczne betonu wg [33],
Ecuze — odksztalcenie graniczne betonu skrepowanego wg [33],
5> — parametr sko$nosci,
0 — kat Lodego,
k - funkcja wzmocnienia/ostabienia,
Kp — parametr wzmocnienia plastycznego,
A — mnoznik plastyczny lub smukto$é¢ elementu,
v — stala Poissona,
& p, 0 — wspotrzedne Haigha-Westergaarda, gdzie 0 jest tozsama
z katem Lodego,
&, n — wspélrzedna znormalizowana,
p — stopien zbrojenia gtéwnego,
pe  — gestosé betonu,
pr — stopieni zbrojenia poprzecznego,
pse — efektywny stopieri zbrojenia poprzecznego,
0, 0;; — naprezenia,
o, & — macierz / wektor naprezenia,
oy — wektor naprezen wywoltanych wymuszonym odksztatceniem,

01, 02, 03, 01, O11, OII1

— wartosci naprezen gltownych,
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op — wytrzymatos¢ (betonu) na dwuosiowe réwnomierne §ciskanie,
oc — wytrzymalosé (betonu) na jednoosiowe $ciskanie,

or — wytrzymalosé¢ (betonu) na jednoosiowe rozciaganie,
oT — poprzeczne naprezenia krepujace,
T — parametr czasu relaksacji,

¢ — kat tarcia wewnetrznego lub $rednica,
v — kat dylatancji,
w. — moc zbrojenia poprzecznego,

) — obszar przekroju stupa.
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