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1. Wst¦p

Rol¡ in»yniera budowlanego � projektanta konstrukcji jest zapewnienie bezpie-

cze«stwa u»ytkowania obiektu budowlanego lecz jednocze±nie oczekuje si¦ od niego by

zaproponowane rozwi¡zania byªy mo»liwie optymalne i oszcz¦dne. Oba te czynniki skªa-

niaj¡ do poszukiwania jak najlepszych rozwi¡za« napotkanych problemów in»ynierskich

jak najprostszymi i najefektywniejszymi metodami. Przenosz¡c to d¡»enie na etap projek-

towania i modelowania konstrukcji stajemy przed wyzwaniem zaproponowania mo»liwie

prostego, nieskomplikowanego modelu badanego zjawiska, który jednak b¦dzie opisywaª je

na tyle dokªadnie i precyzyjnie na ile to konieczne. Potrzebny b¦dzie wówczas wybór odpo-

wiednich narz¦dzi pozwalaj¡cych w oparciu o przedstawiony model rozwi¡za¢ konkretne

zadania obliczeniowe i nale»ycie zinterpretowa¢ wyniki. Ta rozprawa opisuje propozy-

cj¦ takiego uproszczonego modelu przewidzianego do opisu zachowania ±ciskanego sªupa

betonowego ze stalowym zbrojeniem poprzecznym o dowolnym ksztaªcie. Przedstawiono

w niej ograniczenia i mo»liwo±ci prezentowanego podej±cia, przyj¦te zaªo»enia, specy�k¦

zagadnienia betonu skr¦powanego, sformuªowanie i rozwi¡zanie omawianego zagadnienia

oraz szereg przykªadów obliczeniowych, które pokazuj¡ dziaªanie modelu oraz zachowanie

mechaniczne sªupów z uzwojeniem.

1.1. Zjawisko skr¦powania betonu

Zastosowanie w ±ciskanym osiowo przekroju betonowym wkªadek z materiaªu

o wi¦kszej sztywno±ci i wy»szych parametrach wytrzymaªo±ciowych prowadzi do ogra-

niczenia swobody odksztaªce« poprzecznych. W konsekwencji prowadzi do zmiany stanu

napr¦»enia z jednorodnego jednoosiowego ±ciskania w stan trójosiowego ±ciskania. Pozwala

to uzyska¢ wy»sze warto±ci bezwzgl¦dne napr¦»e« wzdªu» osi sªupa przed jego zniszcze-

niem i ostatecznie przenosi¢ wi¦ksze siªy normalne przy ni»szym zu»yciu betonu. Z tego

powodu zjawisko skr¦powania rdzenia betonowego jest tematem zainteresowania in»ynie-

rów i badaczy niemal od pocz¡tków XX w. Od tego czasu zbadano wiele aspektów tego

zjawiska, znajduj¡c przy tym ró»ne obszary, gdzie stosowanie uzwojenia jest szczególnie

wskazane.

Pocz¡tkowo temat budziª zainteresowanie ze wzgl¦du na oszcz¦dno±ci jakie mo-

gªo przynie±¢ to rozwi¡zanie. Pierwsze modele wskazywaªy, »e zwi¦kszanie ilo±ci zbrojenia

poprzecznego jest kilkukrotnie wydajniejsze ni» stosowanie wkªadek podªu»nych. Aspekt

ten nigdy nie przestaª mie¢ znaczenia, cho¢ w dobie stosowania w elementach ±ciska-
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nych betonów wysokich wytrzymaªo±ci zyski te mog¡ by¢ mocno ograniczone. Niemniej

s¡ sytuacje, gdzie trud wªo»ony w precyzyjne okre±lenie no±no±ci sªupa »elbetowego ze

zbrojeniem tradycyjnym jest szczególnie istotny. Dotyczy to zwªaszcza adaptacji obiektów

przy zmianie sposobu ich u»ytkowania, gdzie przez dokªadniejsze modelowanie mo»liwe

jest wykorzystanie pozostaj¡cych rezerw no±no±ci i zwi¦kszenie dopuszczalnego obci¡»enia

bez konieczno±ci ingerowania w konstrukcj¦.

Drugi aspekt wykorzystania zjawiska skr¦powania to projektowanie wzmocnie«

istniej¡cych sªupów przy wykorzystaniu poprzecznego zbrojenia zewn¦trznego. Widoczne

s¡ tu dwa podstawowe nurty zwi¡zane z wykorzystan¡ technologi¡: stosowanie pªaszczy

z mat FRP (ang. �ber reinforced polymer ) zwykle jako zbrojenie pasywne oraz wzmoc-

nienie technik¡ SSTT (ang. steel�straps tensioning technique) czyli napinanych pras¡ lub

±rubami ta±m stalowych peªni¡cych funkcj¦ aktywnego zbrojenia poprzecznego. Takie

metody pozwalaj¡ uzyska¢ znaczne przyrosty no±no±ci przy maªej ingerencji w istnie-

j¡c¡ konstrukcj¦ i nie wymuszaj¡ zmiany schematów statycznych, a przy tym prawie nie

zmieniaj¡ istniej¡cych wymiarów zewn¦trznych wzmacnianych sªupów.

W±ród innych obszarów in»ynierii l¡dowej, w których zjawisko skr¦powania rdze-

nia betonowego znalazªo zastosowanie, nale»y wymieni¢ elementy rurobetonowe (ang.

CFST � concrete �lled steel tube). Dzi¦ki temu poª¡czeniu rdze« betonowy ma ograni-

czon¡ zdolno±¢ do odksztaªce« poprzecznych i jest w stanie przenosi¢ siªy osiowe nawet

przy peªnym uplastycznieniu, za± pªaszcz stalowy jest stabilizowany przez rdze« i ogra-

niczona jest jego wra»liwo±¢ na lokaln¡ utrat¦ stateczno±ci. Dodatkowo wypeªnienie be-

tonowe zapewnia trwaª¡ ochron¦ antykorozyjn¡ wewn¦trznej powierzchni rury, a pªaszcz

uªatwia betonowanie stanowi¡c rodzaj traconego deskowania. Taka konstrukcja zespolona

charakteryzuje si¦ ponadto wieloma po»¡danymi cechami: wysok¡ no±no±ci¡ na ±ciskanie

osiowe, ale równie» mimo±rodowe, du»¡ odksztaªcalno±ci¡ w stanie granicznym, która za-

pobiega gwaªtownemu zniszczeniu i powstawaniu katastrofy post¦puj¡cej. Minusem jest

niska odporno±¢ po»arowa wymuszaj¡ca stosowanie dodatkowych ±rodków ochronnych,

gdy to konieczne. By¢ mo»e z tego wzgl¦du oraz z powodu wi¦kszych trudno±ci zwi¡za-

nych z konstruowaniem w¦zªów rozwi¡zanie to nie upowszechniªo si¦ na tyle by zast¡pi¢

tradycyjne sªupy »elbetowe.

Innym sposobem ograniczenia odksztaªce« poprzecznych w betonie jest stoso-

wanie zbrojenia rozproszonego. Wykorzystuje si¦ do tego celu wªókna stalowe, polipro-

pylenowe i polimerowe. Ta metoda mody�kuje wªa±ciwo±ci betonu na poziomie makro-

struktury. Najwi¦ksze wªókna � stalowe � maj¡ wymiar 50 ± 5 mm, pozostaªe � rz¦dem

wielko±ci nie odbiegaj¡ od wymiarów ziarna stosowanych kruszyw. Z tego wzgl¦du (skala

oraz losowy rozkªad zbrojenia) beton ze zbrojeniem rozproszonym pozostaje poza gªów-

nym tematem pracy.

Betonowe sªupy uzwojone oraz rurobetonowe znalazªy szczególnie zastosowanie

tam, gdzie konieczne jest projektowanie z uwzgl¦dnieniem oddziaªywa« sejsmicznych oraz
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obci¡»e« wyj¡tkowych, gdy» maj¡ wy»sz¡ odksztaªcalno±¢ w zakresie plastycznym oraz

zdolno±¢ akumulacji wi¦kszej caªkowitej energii odksztaªcenia w stosunku do tradycyjnych

sªupów »elbetowych. Najcz¦stsze tematy krytyki betonu skr¦powanego dotycz¡ nast¦pu-

j¡cych zagadnie«: skuteczno±¢ zbrojenia poprzecznego w zakresie obci¡»e« u»ytkowych,

ograniczenia dotycz¡ce smukªo±ci i mimo±rodu, wpªyw procesów reologicznych na prac¦

mechaniczn¡ sªupa.

W ostatnich latach gªówny wysiªek naukowców zajmuj¡cych si¦ betonem skr¦-

powanym dotyczyª badania konstrukcji pod obci¡»eniami sejsmicznymi, sposobów i efek-

tywno±ci kr¦powania betonów wysokich wytrzymaªo±ci oraz stosowania wªókien z tworzyw

sztucznych w zbrojeniu i we wzmacnianiu sªupów betonowych.

1.2. Teza badawcza

Poruszony w pracy problem badawczy dotyczy okre±lenia no±no±ci betonowego

przekroju skr¦powanego stalowym zbrojeniem poprzecznym o dowolnym ksztaªcie na dro-

dze symulacji numerycznej. Aby skutecznie poradzi¢ sobie z takim zagadnieniem przeana-

lizowano specy�k¦ rozwa»anego zjawiska oraz dotychczas stosowane sposoby jego opisu.

Na tej podstawie przyj¦to pocz¡tkowe zaªo»enia dotycz¡ce prezentowanego rozwi¡zania.

Wybrano zastosowanie modelu dwuwymiarowego, który reprezentuje przekrój

poprzeczny sªupa o jednostkowej grubo±ci. Jest to równoznaczne z przyj¦ciem zasady

de'Saint�Venanta, która przy pomini¦ciu zaburze« w obszarze gªowic pozwala zast¡pi¢

przestrzenn¡ analiz¦ caªego elementu wykorzystaniem zagadnienia uogólnionego pªaskiego

stanu odksztaªcenia. W takim podej±ciu odksztaªcenie prostopadªe do pªaszczyzny prze-

kroju oznacza skrócenie podªu»ne sªupa spowodowane dziaªaniem siªy osiowej i stanowi

obci¡»enie kinematyczne. Rozwi¡zanie jest poszukiwane przez wyznaczenie � w kolejnych

krokach obci¡»enia � pól przemieszcze«, odksztaªce« i napr¦»e«. Caªkowanie napr¦»e«

prostopadªych do przekroju pozwala wyznaczy¢ siª¦ osiow¡ w betonowym rdzeniu i okre-

±li¢ jego no±no±¢. Taki sposób rozwi¡zania sprawia, »e potrzebne jest przyj¦cie zasady

rozmycia zbrojenia poprzecznego wzdªu» wysoko±ci sªupa. Jak pokazuje analiza dost¦p-

nego w pi±miennictwie materiaªu sam obszar gªowic jest najtrwalsz¡ cz¦±ci¡ sªupów nawet

przy braku stosowania dodatkowego zbrojenia wzmaczniaj¡cego, gªównie za spraw¡ ogra-

niczenia odksztaªce« przez elementy dochodz¡ce.

W celu uchwycenia zjawiska w sposób zbli»ony do rzeczywisto±ci konieczne jest

wprowadzenie nieliniowo±ci �zycznej materiaªu. Przyj¦to spr¦»ysto�plastyczne modele

materiaªowe zarówno dla stali jak i betonu. W przypadku uzwojenia wykorzystywany

jest warunek plastyczno±ci Hubera�Misesa�Hencky'ego, za± w odniesieniu do betonu za-

stosowane s¡ trzy warianty obejmuj¡ce odpowiednio kryterium Mohra�Coulomba, Druc-

kera�Pragera i Willama�Warnkego. W dwóch pierwszych modelach odksztaªcenia pla-

styczne wyznacza si¦, stosuj¡c niestowarzyszone prawo pªyni¦cia.
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Prezentowane zadanie rozwi¡zano metod¡ elementów sko«czonych w uj¦ciu prze-

mieszczeniowym. Podstawowymi niewiadomymi ukªadu s¡ przemieszczenia w¦zªów w pªasz-

czy¹nie przekroju � po 2 stopnie swobody w w¦¹le. Obszar rdzenia zdyskretyzowano

sze±ciow¦zªowymi elementami trójk¡tnymi klasy C0, a zbrojenie poprzeczne elementami

pr¦towymi trójw¦zªowymi klasy C0, które przenosz¡ wyª¡cznie siª¦ osiow¡. Rozwa»ono

wykorzystanie elementów trójk¡tnych trójw¦zªowych w poª¡czeniu z pr¦towymi dwuw¦-

zªowymi � obydwa klasy C0, ale nie wykorzystano ich w przykªadach obliczeniowych

prezentowanych w dysertacji.

Postanowiono ograniczy¢ uniwersalno±¢ przedstawionego modelu w celu uzyska-

nia jego efektywno±ci, zapewniaj¡c jednocze±nie jego przydatno±¢ we wszystkich przy-

padkach, w których wpªyw zbrojenia poprzecznego na zachowanie sªupa betonowego jest

zauwa»alnie istotny. Zarazem przyj¦to za cel umo»liwienie symulacji no±no±ci sªupa o do-

wolnym ksztaªcie przekroju poprzecznego z dowolnie skonstruowanym zbrojeniem kr¦pu-

j¡cym. Jest to element, którego brakuje w prostych procedurach projektowych wywodz¡-

cych si¦ gªównie z bada« do±wiadczalnych. Z kolei trójwymiarowa analiza takich zada«

przy wykorzystaniu bardziej zaawansowanych narz¦dzi wymaga znacznie wi¦cej wysiªku

wªo»onego w przygotowanie modeli obliczeniowych i dªu»szego czasu oblicze«. W zwi¡zku

z tym zaªo»ono, »e przedstawione w dysertacji rozwi¡zanie powinno by¢ stosowane do

symulowania kr¦pych sªupów poddanych ±ciskaniu osiowemu i wykonanych z betonów

normalnej wytrzymaªo±ci, ze zbrojeniem metalicznym (stalowym). Te restrykcje wªa±ci-

wie pokrywaj¡ si¦ z obserwacjami dotycz¡cymi efektywnego wykorzystania uzwojenia.

Zaobserwowano, »e w sªupach poddawanych ±ciskaniu na mimo±rodzie na granicy rdzenia

przekroju oraz o smukªo±ci λ > 20 szybko dochodzi do zaniku zauwa»alnego wpªywu skr¦-

powania. W przypadku uzwajania sªupów wykonanych z betonów wysokich wytrzymaªo±ci

ich du»a sztywno±¢ i proporcjonalnie mniejsza odksztaªcalno±¢ poprzeczna sprawiaj¡, »e

kr¦powanie ich stal¡ jest mniej wydajne, za to uwydatniaj¡ si¦ zjawiska, których nie

obserwowano w badaniach próbek wykonanych ze sªabszych betonów, takie jak na przy-

kªad eksplozyjne odpryskiwanie spowodowane wyboczeniem pr¦tów zbrojenia gªównego.

Dodatkowo w opisanym modelu obliczeniowym przyj¦to ci¡gªo±¢ odksztaªce« pomi¦dzy

wszystkimi elementami. Oznacza to, »e nie uwzgl¦dniono mo»liwego po±lizgu na styku

zbrojenia z rdzeniem betonowym. Przybli»enie bardzo dobrze sprawdza si¦ w przypadku

ci¡gªych dobrze zakotwionych strzemion lub zwojów.

Podsumowuj¡c � celem pracy jest przedstawienie i przetestowanie modelu, który

w przypadku betonu skr¦powanego stalowym uzwojeniem pozwala okre±li¢ no±no±¢ gra-

niczn¡ przekroju, jego sztywno±¢ osiow¡ oraz rozkªad napr¦»enia na jego powierzchni.

Prezentowane rozwi¡zanie ma ª¡czy¢ prostot¦ i przejrzysto±¢ dwuwymiarowego zadania,

swobod¦ projektowania ksztaªtu przekroju i zbrojenia poprzecznego z zadowalaj¡c¡ do-

kªadno±ci¡ rozwi¡zania, co uczyni je potencjalnie przydatnym w praktyce in»ynierskiej.
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Tez¡ pracy jest: przyj¦te i przedstawione zaªo»enia pozwalaj¡ w peªni zrealizowa¢

cel pracy, a wyniki oblicze« wykonanych z wykorzystaniem opracowanego modelu mog¡

by¢ wiarygodnym ¹ródªem informacji o no±no±ci przekroju uzwojonego sªupa betonowego.



2. Stan wiedzy

2.1. Wprowadzenie

Koncepcja zastosowania uzwojenia sªupa betonowego w celu poprawy jego wªa-

±ciwo±ci mechanicznych po raz pierwszy pojawiªa w pocz¡tkach XX w. Mo»na by zatem

podejrzewa¢, »e przez ponad wiek zjawisko skr¦powania betonu zostaªo na tyle dogª¦bnie

zbadane i opisane, »e nie b¦dzie obecnie »ywym tematem wspóªczesnych bada«. Nie-

mniej przegl¡d dost¦pnych ¹ródeª pokazuje, i» zagadnienie to wci¡» zajmuje badaczy

w ró»nych cz¦±ciach ±wiata. Kolejne fale zainteresowania tematem spowodowane s¡ po

cz¦±ci rozwojem in»ynierii materiaªowej (zastosowanie stali utwardzanych jako wkªadek

zbrojeniowych, rozwój betonów wysokich wytrzymaªo±ci, wprowadzenie wªókien z two-

rzyw sztucznych do zastosowania w budownictwie), wdra»aniem nowych, czasem istnie-

j¡cych wcze±niej na maª¡ skal¦ koncepcji konstruowania ustrojów budowlanych (sªupy

typu CFST, próby uzwojenia krzy»ulców ±ciskanych krótkich wsporników betonowych,

wzmacnianie elementów ±ciskanych pªaszczami zewn¦trznymi), czasem tak»e w wyniku

analizy przyczyn i skutków katastrof budowlanych i poszukiwanie prób zapobiegania im

w przyszªo±ci (trz¦sienie ziemi w San Fernando).

Przegl¡d literatury podzielono na trzy cz¦±ci. W pierwszej zaprezentowano kilka

spo±ród stosowanych powszechnie procedur obliczania no±no±ci sªupów ze zbrojeniem po-

przecznym. Przedstawiono propozycje normowe stanowi¡ce konsensus pewnych ±rodowisk

naukowo�technicznych oraz kilka propozycji niezale»nych, b¦d¡cych cz¦sto efektem ana-

lizy prac badawczych. Podpunkt ten ko«czy si¦ zbiorczym zestawieniem ponad 30 prac

opisuj¡cych wpªyw zbrojenia poprzecznego na zachowanie mechaniczne sªupa betono-

wego, które powstaªy na przestrzeni kilkudziesi¦ciu lat, od momentu gdy zacz¦to bada¢

to zjawisko. Kolejna cz¦±¢ zestawia krótkie omówienie prac badawczych, prowadzonych

w ró»nych okresach, wraz z przywoªaniem gªównych konkluzji istotnych dla tematu niniej-

szego opracowania. Prace rozdzielono wedªug o±rodków prowadz¡cych badania. Pozycje

starano dobra¢ si¦ tak by oddawaªy ró»ne aspekty zjawiska skr¦powania betonu, a tak»e

reprezentowaªy ró»ne o±rodki badawcze i przekrój czasowy, z uwzgl¦dnieniem wysiªków

polskich naukowców. Ostatnia cz¦±¢ to spojrzenie na koncepcje modelowania i symula-

cji zjawiska skr¦powania betonu, stosowane modele konstytutywne, metody obliczeniowe.

Cz¦±¢ przegl¡du stanu wiedzy, która nie dotyczyªa bezpo±rednio zjawiska skr¦powania be-

tonu i sªupów uzwojonych a poszczególnych zagadnie« zwi¡zanych z budowaniem modelu

obliczeniowego zostaªa umieszczona w poszczególnych rozdziaªach.
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Celem przeprowadzonego przegl¡du literatury byªo ustalenie obszaru wiedzy wy-

magaj¡cego uwagi, zaznajomienie si¦ z dotychczas stosowanymi metodami poznawczymi

oraz zebranie danych niezb¦dnych do samodzielnego zbudowania modelu obliczeniowego

i jego wery�kacji. Pozycje cytowane, które napisane byªy w j¦zykach francuskim, niemiec-

kim, rosyjskim, tureckim i japo«skim znane s¡ autorowi b¡d¹ z opracowa« przegl¡dowych

(m.in. [7, 17, 20, 41, 54, 83]), b¡d¹ z dost¦pnych tªumacze« wydanych w j¦zyku pol-

skim lub angielskim. Cytowanie oryginalnych prac ma w tym przypadku na celu oddanie

nale»nego miejsca twórcom teorii i bada«, z dorobku których korzystano przygotowuj¡c

t¦ dysertacj¦. Oznaczenia wielko±ci �zycznych i matematycznych stosowane w tej cz¦±ci

pracy najcz¦±ciej zaczerpni¦te s¡ z przywoªywanych pozycji i mog¡ ró»ni¢ si¦ mi¦dzy sob¡

lecz s¡ opisane w tek±cie. W przypadku porówna« ró»nych metod okre±lania no±no±ci

stosowane s¡ ujednolicenia dla zachowania wi¦kszej przejrzysto±ci.

2.2. Procedury obliczeniowe

PN-EN-1992-1-1 Projektowanie konstrukcji z betonu. Reguªy ogólne i reguªy

dla budynków (EUROCODE 2)

Norma [33] w punkcie 3.1.9 porusza kwesti¦ projektowania no±no±ci elementu

konstrukcji wykonanego z betonu skr¦powanego. W podpunkcie (1) czytamy: �Na skutek

ograniczenia odksztaªce« poprzecznych (...) beton osi¡ga wi¦ksz¡ wytrzymaªo±¢ i wi¦ksze

krytyczne odksztaªcenia�. Dalej precyzuje, »e efekt skr¦powania mo»na uwzgl¦dni¢ mo-

dy�kuj¡c niektóre parametry wytrzymaªo±ciowe betonu, a dalej oblicza¢ no±no±¢ tak jak

w przypadku pracy w stanie jednoosiowego ±ciskania

fck,c = fck

(
1,0 + 5,0

σ2

fck

)
dla σ2 ≤ 0,05fck, (2.1)

fck,c = fck

(
1,125 + 2,5

σ2

fck

)
dla σ2 > 0,05fck, (2.2)

gdzie fck,c oznacza wytrzymaªo±¢ charakterystyczn¡ betonu skr¦powanego na ±ciskanie,

fck wytrzymaªo±¢ charakterystyczn¡ przed na ±ciskanie bez skr¦powania, a σ2 kr¦puj¡ce

napr¦»enia poprzeczne w betonie. Na rys. 2.1 przedstawiono na wykresie znormalizowan¡

wzgl¦dem pocz¡tkowej warto±ci wytrzymaªo±¢ osiow¡ w funkcji napr¦»e« poprzecznych.

Kolejne parametry podlegaj¡ce mody�kacji to graniczne odksztaªcenia betonu:

εc2, które zast¦powane jest przez εc2,c oraz εcu2 zast¦powany przez εcu2,c. W modelu pa-

raboliczno�liniowym zalecanym do stosowania w punkcie 3.1.7 normy [33] pierwsze z wy-

mienionych odksztaªce« granicznych oznacza punkt osi¡gni¦cia przez materiaª granicy

plastyczno±ci i przej±cie do stanu idealnej plastyczno±ci, za± drugie caªkowite graniczne

odksztaªcenie materiaªu, po osi¡gni¦ciu którego nast¦puje zniszczenie przekroju
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Rysunek 2.1: Znormalizowana wytrzymaªo±¢ betonu skr¦powanego na ±ciskanie wg [33].

εc2,c = εc2

(
fck,c

fck

)2

, (2.3)

εcu2,c = εcu2 + 0,2

(
σ2

fck

)
. (2.4)

W powy»szych formuªach kluczowe jest ustalenie warto±ci efektywnych poprzecz-

nych napr¦»e« ±ciskaj¡cych σ2. Norma [33] nie podaje wprost sposobu ich okre±lenia na

podstawie geometrii przekroju, rodzaju zbrojenia, ani wªa±ciwo±ci u»ytych materiaªów.

Zwraca jedynie uwag¦, »e: �Ograniczenie odksztaªce« (skr¦powanie betonu) mo»e by¢ ge-

nerowane przez odpowiednie zamkni¦te strzemiona lub krzy»owe powi¡zania zbrojeniem,

które dzi¦ki poprzecznemu wydªu»eniu betonu osi¡gaj¡ stan plastyczny.� Wobec powy»-

szego stwierdzenia konieczne jest przeprowadzenie dodatkowej analizy napr¦»e« normal-

nych w pªaszczy¹nie przekroju. Model wprowadzony do normy PN-EN-1992-1-1 bazuje

w du»ej mierze na wynikach Mandera z 1988 roku [64].

�b Bulletin 66: MODEL CODE 2010

Publikacja [51] traktuje zjawisko skr¦powania betonu, podobnie jak [33], propo-

nuj¡c mody�kacj¦ parametrów wytrzymaªo±ciowych betonu wskutek dziaªania zbrojenia

poprzecznego
fck,c

fck

= 1 + 3,5

(
σ2

fck

) 3
4

, (2.5)

εc2,c = εc2

[
1 + 5

(
fck,c

fck

− 1

)]
, (2.6)

εcu2,c = εcu2 + 0,2

(
σ2

fck

)
. (2.7)
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Rysunek 2.2: Znormalizowana wytrzymaªo±¢ betonu skr¦powanego na ±ciskanie wg [51].

Porównuj¡c rys. 2.1 i 2.2 mo»emy zauwa»y¢, »e prezentowana w tym punkcie pro-

cedura jest mniej zachowawcza od poprzedniej. Dodatkowo w dalszej cz¦±ci opracowania

[51] znajduje si¦ propozycja obliczania warto±ci napr¦»e« poprzecznych σ2 w przypadku

przekrojów okr¡gªych zbrojonych okr¡gªymi strzemionami lub zwojem oraz prostok¡tnych

ze zbrojeniem prostym ze strzemion dwuci¦tych oraz wieloci¦tych.

Napr¦»enia poprzeczne kr¦puj¡ce nale»y oblicza¢ wedªug wzorów:

σ2 = ωc fcd

(
1− sc

dc

)
, (2.8)

dla przekroju okr¡gªego zbrojonego poprzecznie ci¡gªym zwojem;

σ2 = ωc fcd

(
1− sc

dc

)2

, (2.9)

dla przekroju okr¡gªego zbrojonego poprzecznie okr¡gªymi strzemionami;

σ2 = ωc fcd

(
1− sc

ac

)(
1− sc

bc

)(
1−

∑
b2
i /6

ac bc

)
, (2.10)

dla przekrojów prostok¡tnych zbrojonych strzemionami.

W podanych powy»ej wzorach zastosowane s¡ nast¦puj¡ce oznaczenia:

ωc � moc zbrojenia poprzecznego;

sc � rozstaw strzemion lub skok zwoju;

dc � ±rednica rdzenia przekroju (powierzchni zamkni¦tej wewn¡trz linii ±rodkowych zbro-

jenia poprzecznego);

ac � krótszy bok rdzenia przekroju;

bc � dªu»szy bok rdzenia przekroju;

bi � odlegªo±¢ pomi¦dzy kolejnymi pr¦tami zbrojenia podªu»nego przytrzymywanymi przez

naro»a strzemion lub wi¡zania krzy»owe;
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fcd � obliczeniowa wytrzymaªo±¢ betonu na ±ciskanie (granica plastyczno±ci pomno»ona

przez wspóªczynnik bezpiecze«stwa).

Moc zbrojenia obliczana jest odpowiednio dla przekrojów okr¡gªych oraz prostok¡tnych

jako:

ωc =
Asc fyd

sc dc fcd

, (2.11)

ωc = min

{
ωy =

Asy fyd

sc ac fcd

, ωz =
Asz fyd

sc bc fcd

}
, (2.12)

gdzie:

fyd � obliczeniowa granica plastyczno±ci stali zbrojenia poprzecznego;

Asc, Asy, Asz � pole przekroju zbrojenia poprzecznego w danym przekroju (np. dla strze-

mion dwuci¦tych jest to podwojone pole przekroju pr¦ta strzemienia).

Procedura nie jest przewidziana do stosowania dla przekrojów o innym ksztaªcie lub innym

zbrojeniu poprzecznym ni» opisane.

ACI 318-8 Building Code Requirements for Structoral Concrete

Ameryka«ski Instytut Betonu w prezentowanej normie [1, 2] skupia si¦ gªównie na

warunkach, jakie speªnia¢ powinien element betonowy, by traktowa¢ go jako uzwojony. Do

samego obliczania no±no±ci przekroju skr¦powanego proponowany jest wzór opracowany

przez ACI we wspóªpracy z Uniwersytetem Illinois (patrz te» [97]):

fcc = 0,85f ′c + 4,1fl, (2.13)

gdzie:

f ′c � wytrzymaªo±¢ betonu nieskr¦powanego,

fl � napr¦»enie poprzeczne.

W literaturze powi¡zanej z obszarem stosowania norm ameryka«skich mo»na zna-

le¹¢ formuªy, wyprowadzone z prostych modeli, które pozwalaj¡ ªatwo obliczy¢ napr¦»enia

poprzeczne w typowych przypadkach [85, 116] np.:

dla sªupów o przekroju koªowym:

fl =
2Ash fyt

sc dc

, (2.14)

dla sªupów kwadratowych ze strzemionami 4-ci¦tymi:

fl =
4Ash fyt

sc bc

, (2.15)

dla sªupa kwadratowego ze strzemionami oplataj¡cymi rdze« oraz uªo»onymi po k¡tem

45◦, które przytrzymuj¡ pr¦ty na bokach przekroju:
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fl =
3,41Ash fyt

sc bc

. (2.16)

We wzorach powy»szych Ash oznacza pole przekroju pr¦ta zwoju lub strzemiona, sc skok

uzwojenia, a dc i bc odpowiednio ±rednic¦ i dªugo±¢ boku rdzenia przekroju.

Warunki, jakie musi zgodnie z norm¡ ACI318 [2] speªnia¢ przekrój, s¡ nast¦pu-

j¡ce:

1. Wymagany stopie« zbrojenia poprzecznego ρT przekrojów koªowych:

ρT ≥ 0,45

(
Ac

Ach

− 1

)
f ′c
fyt

, (2.17)

co jest adaptacj¡ wzoru (2.26) przedstawionego w pracy [98] oraz:

ρT ≥ 0,12
f ′c
fyt

. (2.18)

2. Wymagany stopie« zbrojenia poprzecznego przekrojów prostok¡tnych:

ρT ≥ 0,3

(
Ag

Ach

− 1

)
f ′c
fyt

, (2.19)

ρT ≥ 0,09
f ′c
fyt

, (2.20)

gdzie Ag oznacza pole powierzchni caªego przekroju, za± Ach pole przekroju pr¦ta uzwo-

jenia. Dodatkowo stawiane s¡ warunki dotycz¡ce maksymalnego rozstawu pr¦tów (skoku

uzwojenia) oraz mimo±rodu. Maksymalny skok sx nie mo»e przekracza¢:

sx ≤ 1/4 ±rednicy (dªugo±ci boku) sªupa,

sx ≤ 1/6 ±rednicy (dªugo±ci boku) skr¦powanego rdzenia przekroju,

dla przekrojów prostok¡tnych dodatkowo sx ≤ 4 +
(

14−hx
3

)
. Wymiary podano w calach,

a hx jest maksymaln¡ odlegªo±ci¡ mi¦dzy przytrzymanymi przez zbrojenie poprzeczne

pr¦tami podªu»nymi.

Richart i inni (1929, 1934)

Rozwój budownictwa betonowego w ko«cu XIX wieku skªaniaª badaczy i in»ynie-

rów do opracowania uniwersalnych procedur projektowych. Pocz¡tkowo (jak na przykªad

w raporcie [50] z roku 1910.) nie uwzgl¦dniano wpªywu zbrojenia poprzecznego na zacho-

wanie mechaniczne betonowych sªupów zbrojonych. Jedna z pierwszych historycznie prac

[97], do której udaªo si¦ dotrze¢ autorowi dysertacji, przedstawiaj¡ca systematyczne po-

dej±cie do zagadnienia no±no±ci sªupów uzwojonych podaje, »e no±no±¢ betonu wewn¡trz

rdzenia mo»na oblicza¢ jako:

f1 = f ′c + 4,1f2, (2.21)
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gdzie:

f1 � wytrzymaªo±¢ osiowa betonu skr¦powanego, która odpowiada wcze±niej stosowanemu

oznaczeniu fck,c;

f ′c � wytrzymaªo±¢ betonu nieskr¦powanego � odpowiada fck;

f2 � napr¦»enia poprzeczne � odpowiada σ2;

Dla sªupów cylindrycznych z obwodowym zbrojeniem dodatkowo podano wzory:

f2 =
ρT fs

2
, (2.22)

f1 = f ′c + 2,05ρT fs, (2.23)

gdzie ρT oznacza stopie« zbrojenia poprzecznego, a fs napr¦»enia w stali odpowiadaj¡ce

granicy plastyczno±ci.

W drugiej cz¦±ci bada« autorzy koryguj¡ wcze±niejsze ustalenia proponuj¡c obli-

cza¢ maksymaln¡ siª¦ osiow¡ P w przekroju betonowym zbrojonym nast¦puj¡co:

P

Ac

= C f ′c (1− ρ) + ρ fy + k ρT fs, (2.24)

lub:

P

Ag

= C f ′c (1− ρ) + ρ fy, (2.25)

gdzie:

Ac � pole powierzchni rdzenia przekroju;

Ag � pole caªkowite przekroju;

ρ, ρT � stopie« zbrojenia gªównego i poprzecznego;

fy, fs � granica plastyczno±ci stali zbrojenia gªównego i uzwojenia;

C � wspóªczynnik o staªej warto±ci C = 0,85;

k � wspóªczynnik o warto±ci od 1,5 do 2,5, zalecane przyjmowanie k = 2,0.

Drugi z wymienionych wzorów nale»y stosowa¢ dla przekrojów o grubych otuli-

nach, gdy do zniszczenia przekrojów dochodzi przed odpryskiwaniem otuliny (ang. spal-

ling). Kryterium minimalnego stopnia zbrojenia, które pozwala stosowa¢ wzór (2.24) jest

nast¦puj¡ce:

ρT = 0,425
f ′c
fs

Ag − Ac

Ac

. (2.26)

Poza wymienionymi formuªami w pracy [98] znajdujemy proponowany sposób

przyjmowania materiaªowych wspóªczynników bezpiecze«stwa oraz podstawowe zalecenia

konstrukcyjne.
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Saaticioglu i Razvi (1992, 1999)

Wspomniani autorzy przez kilka lat prowadzili wspólne prace, których efektem

byªy mi¦dzy innymi publikacje [103, 93]. W pierwszej przedstawiaj¡ model pozwalaj¡cy

okre±la¢ no±no±¢ dla sªupów uzwojonych wykonanych z betonu zwykªego. W dalszej pracy

wskazuj¡ mody�kacje pierwotnego modelu, które pozwalaj¡ go zastosowa¢ do elementów

z betonów wysokiej wytrzymaªo±ci. Metoda zostaªa opracowana na podstawie wyników

bada« do±wiadczalnych dla przekrojów okr¡gªych, kwadratowych i prostok¡tnych.

Wytrzymaªo±¢ osiowa betonu skr¦powanego wewn¡trz rdzenia wyra»ona jest na-

st¦puj¡co:

f ′cc = f ′co + k1 fle, (2.27)

k1 = 6,7 (fle)
−0,17 , (2.28)

fle = k2 fl, (2.29)

fl =

q∑
i=1

(As fs sinα)i

s bc

, (2.30)

gdzie:

f ′cc � wytrzymaªo±¢ betonu skr¦powanego, co odpowiada wcze±niej stosowanemu oznacze-

niu fck,c;

f ′co � wytrzymaªo±¢ betonu nieskr¦powanego, co odpowiada fck;

fle � efektywne napr¦»enia poprzeczne, co odpowiada σ2;

fl � ±rednie napr¦»enia poprzeczne;

k1 � wspóªczynnik efektywno±ci skr¦powania;

k2 � wspóªczynnik redukcyjny obszaru efektywnie skr¦powanego klatk¡ zbrojenia.

Asi � pole przekroju i-tego pr¦ta zbrojenia poprzecznego;

fs � napr¦»enia rozci¡gaj¡ce w stali i-tego pr¦ta przy szczytowym napr¦»eniu osiowym

w rdzeniu przekroju, dla betonów zwykªych i stali w¦glowych mo»e by¢ przyjmowane

jako granica plastyczno±ci stali, dla materiaªów wysokich wytrzymaªo±ci granica ta mo»e

zosta¢ nieosi¡gni¦ta (omówiono t¦ warto±¢ w dalszej cz¦±ci);

s � skok uzwojenia;

bc � ±rednica rdzenia lub dªu»szy bok rdzenia prostok¡tnego;

q � liczba pr¦tów zbrojenia poprzecznego przeci¦ta przekrojem wzdªu» ±rednicy lub kra-

w¦dzi rdzenia;

α � k¡t mi¦dzy przeci¦tym pr¦tem zbrojenia poprzecznego a powierzchni¡ przekroju.
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Warto±¢ wspóªczynnika k2 dla betonów zwykªych pierwotnie zalecano oblicza¢ ze

wzoru:

k2 = 0,26

√(
bc

s

)(
bc

sl

)(
1

fl

)
≤ 1,0, (2.31)

gdzie sl oznacza rozstaw mi¦dzy pr¦tami zbrojenia gªównego.

W przypadku stosowania betonów wysokiej wytrzymaªo±ci autorzy zmody�kowali

wzór (2.31) jednocze±nie dopuszczaj¡c go do stosowania dla wszystkich betonów:

k2 = 0,15

√(
bc

s

)(
bc

sl

)
≤ 1,0. (2.32)

W przypadku przekrojów prostok¡tnych wskazano, by oblicza¢ wytrzymaªo±¢ za-

st¦puj¡c równanie (2.29) nast¦puj¡cym:

fle =
flex bcx + fley bcy

bcx + bcy

. (2.33)

Poszczególne skªadniki oznaczone indeksami x oraz y oblicza si¦ wedªug pierwot-

nego równania, oddzielnie dla obydwu kierunków.

Napr¦»enie w zbrojeniu poprzecznym nale»y oblicza¢ jako:

fs = Es

(
0,0025 + 0,04 3

√
k2 ρc

f ′co

)
≤ fyt, (2.34)

gdzie przez ρc rozumiany jest stopie« zbrojenia poprzecznego. Dodatkowo autorzy zastrze-

gaj¡, »e wzór jest poprawny dla stali o wytrzymaªo±ci fyt ≤ 1400 MPa.

Poza obliczaniem no±no±ci, w pracach [103, 93] mo»emy znale¹¢ sposób obliczania

odksztaªce« odpowiadaj¡cych maksymalnym warto±ciom napr¦»e« w rdzeniu oraz odpo-

wiadaj¡cych caªkowitemu zniszczeniu, a tak»e warto±ci moduªu Younga w poszczególnych

fazach pracy przekroju.

El-Dash, Ahmad (1994)

Autorzy z Karoliny Póªnocnej prezentuj¡ podej±cie, które ma opisa¢ relacj¦ napr¦-

»enie�odksztaªcenie w caªym zakresie pracy przekroju przy u»yciu jednej funkcji. Dodat-

kowo, przez wprowadzenie do niej kilku parametrów, ma ona pozwala¢ na aproksymacj¦

tej relacji tak dla betonów o normalnych, jak i wysokich wytrzymaªo±ciach. Ponadto

w pracy [30] przedstawiono zastosowanie proponowanej funkcji w przypadku przekrojów

prostok¡tnych ze strzemionami wieloci¦tymi z ró»nym stopniem zbrojenia poprzecznego

w dwóch kierunkach.
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Ogóln¡ posta¢ funkcji napr¦»enie�odksztaªcenie zaproponowano w postaci:

y =
Ax+ (B − 1)x2

1 + (A− 2)x+B x2
, (2.35)

gdzie:

y = fc/fcc � stosunek napr¦»e« w danym punkcie do maksymalnej warto±ci (wytrzyma-

ªo±ci betonu skr¦powanego);

x = εc/εcc � stosunek odksztaªcenia w danym punkcie do odksztaªcenia odpowiadaj¡cemu

wytrzymaªo±ci fcc;

A = Ec εcc
fcc

� parametr sztywno±ci pocz¡tkowej, Ec jest moduªem Younga dla betonu

okre±lonym wg ACI [1];

B = 130,9 (ρse)
0,3
[

fy

(fc0)2,5

]
� parametr de�niuj¡cy za ksztaªt opisywanej relacji po osi¡-

gni¦ciu maksimum (przy wy»szych warto±ciach odksztaªce«).

No±no±¢ przekroju skr¦powanego okre±lono jako:

fcc = fc0 + k1 fl, (2.36)

gdzie fc0 jest wytrzymaªo±ci¡ betonu nieskr¦powanego, fl efektywnym napr¦»eniem po-

przecznym, a k1 parametrem zale»nym od geometrii i wªasno±ci materiaªowych. Odpo-

wiednio fl = ρse fy, gdzie fy jest granic¡ plastyczno±ci zbrojenia, za± ρse równowa»nym

(±rednio wa»onym) stopniem zbrojenia poprzecznego. Parametr

k1 = 0,7

(
fc0

fy

m

ρse

)0,2

, (2.37)

zale»y dodatkowo od mno»nika efektywno±ci m = bx
sbx

by
sby

bx
s

by
s
, gdzie bx i by s¡ dªugo±ciami

boków przekroju, sbx i sby odlegªo±ciami mi¦dzy pr¦tami pionowymi w poszczególnych

kierunkach, a s skokiem uzwojenia (rozstawem strzemion).

Lignola, Prota, Manfredi i inni (2011)

Powy»sza praca [58] dotyczy skr¦powania betonowych przekrojów prostok¡tnych

zewn¦trznym pªaszczem z wªókien polimerowych. W zakresie zachowania si¦ rdzenia beto-

nowego zawiera uniwersalne uwagi opisuj¡ce zjawisko. Autorzy dowodz¡, »e dla przekrojów

prostok¡tnych obszar efektywnie skr¦powany (w przypadku zastosowania wyª¡cznie zbro-

jenia na obwodzie) nie ogranicza si¦ do stref w pobli»u krótszych boków, ale rozci¡ga si¦

w caªym przekroju wzdªu» przek¡tnych, zakªadaj¡c w praktyce stan dwuosiowego ±ciska-

nia. Nast¦pnie wykorzystuj¡c hipotez¦ wyt¦»enia Willama�Warnkego proponuj¡ nast¦pu-

j¡cy sposób wyra»enia no±no±ci rdzenia:

fcc

fco

= 1 + 1,42
fl

fco

− 1,40

(
fl

fco

)2

+ 0,30

(
fl

fco

)3

, (2.38)
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gdzie fl oznacza ±rednie napr¦»enie poprzeczne dziaªaj¡ce na krótszy bok prostok¡ta ozna-

czony jako b, obliczane w prosty sposób:

fl = 2
tfrpEfrp εfrp

b
. (2.39)

Wzór ten odpowiada ±rednim napr¦»eniom wywoªanym przez uzwojenie przy za-

stosowaniu zbrojenia tradycyjnego, jakie stosowane s¡ w innych procedurach.

Zestawienie

Po ujednoliceniu oznacze« i formy proponowane metody obliczania wytrzyma-

ªo±ci skr¦powanego rdzenia betonowego zaprezentowano w poni»szych tab. 2.1, 2.2, 2.3.

Skupiono si¦ na pracach gdzie skr¦powanie nast¦powaªo wskutek zastosowania stalowego

uzwojenia w postaci strzemion i spiral.

2.3. Prace badawcze eksperymentalne

Richart i inni

Richart i inni (1928) [96] � pierwsza z prac wykonywanych na Uniwersytecie

w Illinois we wspóªpracy z ACI dotyczy wyª¡cznie zachowania betonu w trójosiowym

stanie napr¦»enia. Stanowisko umo»liwiaªo takie badanie przez regulacj¦ ci±nienia oleju

na pªaszczu, którym okryte byªy walcowe próbki poddawane ±ciskaniu osiowemu w prasie.

Przedstawiono szereg bezpo±rednich wyników i krzywych obrazuj¡cych ±lad powierzchni

plastyczno±ci na pªaszczy¹nie wyznaczonej przez osie napr¦»e« gªównych σI i σIII. Na

podstawie zaprezentowanych danych mo»na tak»e wyznaczy¢ k¡t tarcia wewn¦trznego

w betonie na okoªo 37◦.

Richart i inni (1929) [97] � w pracy opisano jak badano próbki walcowe

o ±rednicy 254 mm (10�) i wysoko±ci 1016 mm (40�) wykonane z betonu o wytrzymaªo±ci

18,2 MPa (±rednia wytrzymaªo±¢ badanych próbek 2645 psi). Zbrojenie w postaci okr¡-

gªych zwojów wykonane zostaªo z ró»nych gatunków stali, zastosowano ró»ne warto±ci

stopnia zbrojenia poprzecznego. Wybrane wyniki zacytowano w tabeli 2.4. W trakcie ba-

dania oprócz no±no±ci mierzono tak»e odksztaªcenia, co pozwoliªo badaczom na okre±lenie

moduªu Helmholtza K oraz staªej Poissona ν.
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Tablica 2.4: Wybrane wyniki bada« okr¡gªych sªupów z uzwojeniem.

Richart i inni (1934) [98] � ostatnia z publikacji opisuje badania obejmu-

j¡ce ª¡cznie 564 próbki podzielone na 9 grup, z których ka»da skªadaªa si¦ z kilku se-

rii badawczych. Eksperymenty, tak jak w latach poprzednich, prowadzone byªy na sªu-

pach o przekroju okr¡gªym, ale skupiaªy si¦ gªównie na okre±leniu wpªywu wcze±niej

nie zró»nicowanych czynników takich jak wpªyw efektu skali, szybko±¢ i sposób obci¡-

»ania, sposób wyko«czenia gªowic, wpªywy reologiczne. Dodatkowo badania dotyczyªy

ró»nych betonów i ró»nego zbrojenia podªu»nego. Wi¦kszo±¢ próbek stanowiªy elementy

o ±rednicy 203,2 mm (8�) i dªugo±ci 1524 mm (5'). Wi¦ksze próbki (o ±rednicach 12�, 20�

i 28� i odpowiednio zwi¦kszonych dªugo±ciach) zastosowano w serii 5. i 6., w których

badano tak»e efekt skali. Stosowano betony o wytrzymaªo±ciach 2000 psi = 13,79 MPa,

3500 psi = 24,13 MPa, 5000 psi = 34,48 MPa, 8000 psi = 55,16 MPa. Stopnie zbrojenia

podªu»nego od ρ = 0 do ρ = 6 %, za± zbrojenia poprzecznego spiralnego od ρT = 0 do

ρT = 2 %. Próbki do bada« efektów reologicznych pod wpªywem dªugotrwaªego obci¡»e-

nia podzielone byªy na te pozostawione w warunkach suchych lub wilgotnych, a czas ich

pozostawania pod obci¡»eniem wynosiª zale»nie od próbki od 1 do 3,5 roku.

Raport z bada« [98] dostarcza du»ej liczby wyników no±no±ci dla próbek kontro-

lnych, a tak»e zwraca uwag¦ na zjawiska, które mog¡ by¢ punktem wyj±cia do przyjmo-

wania zaªo»e« projektowych. Autorzy podzielili badane próbki na grupy, które sªu»yªy im

do zdiagnozowania wpªywu poszczególnych czynników na no±no±¢ elementów:

� Grupa 1. posªu»yªa sprawdzeniu oddziaªywania wzmocnienia gªowic na no±no±¢

i nie wykazaªa by sposób ich wykonania lub ewentualnie dozbrojenia wpªywaª na wynik

no±no±ci badanego elementu. Próbki ulegaªy zniszczeniu w ró»nych miejscach na ±rodko-

wym odcinku. Najlepsze efekty (no±no±ci elementów) daªo proste zako«czenie bez »adnych

wzmocnie«.

� Grupa 2. obejmowaªa serie zró»nicowane ze wzgl¦du na szybko±¢ przykªada-

nia obci¡»enia oraz ewentualnie cykliczno±¢ obci¡»ania próbek. Obci¡»anie przykªadano

w cyklach trwaj¡cych 15 minut lub 4 godziny. Nie zauwa»ono du»ej ró»nicy niezale»nie

od tego, któr¡ seri¦ analizowano.
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� Grupy 3. i 4. sªu»yªy sprawdzeniu efektów pozostawania pod obci¡»eniem przez

dªugi czas, w zale»no±ci od poziomu przykªadanego obci¡»enia. Trzecia grupa obci¡»ana

byªa do poziomu planowego obci¡»enia u»ytkowego, za± czwarta blisko no±no±ci granicznej.

Wi¦kszo±¢ próbek zbadano po roku, na cz¦±ci mierzono odksztaªcenia przez okres 3,5 roku.

Zauwa»ono wyst¦powanie skurczu i peªzania betonu, najwi¦ksze przyrosty odksztaªce«

nast¦powaªy w pierwszych miesi¡cach, a po okoªo roku byªy ju» prawie staªe. Zauwa»ono

wpªyw wysokiej wilgotno±ci na zmniejszenie odksztaªce« reologicznych, a tak»e wpªyw

zbrojenia podªu»nego, które przejmuje cz¦±¢ obci¡»e« z kurcz¡cego si¦ betonu. Ponadto

zauwa»ono wzrost no±no±ci betonu wraz z wiekiem. Próbki przechowywane w warunkach

suchych miaªy po roku ±rednio o kilkana±cie procent wy»sz¡ wytrzymaªo±¢ i 3 % wy»sz¡

sztywno±¢ ni» bli¹niacze zbadane bezpo±rednio po osi¡gni¦ciu zakªadanej no±no±ci, a w wa-

runkach wilgotnych prawie o 30 % wy»sz¡ no±no±¢ i o ponad 30 % wi¦ksz¡ sztywno±¢.

� Grupa 5. obejmowaªa serie ró»nych wielko±ci, które miaªy pomóc w ustaleniu czy

istnieje efekt skali w przypadku zagadnienia sªupów uzwojonych. Podczas testów stwier-

dzono obserwowane przy innych seriach zale»no±ci efektywno±ci skr¦powania od stopnia

zbrojenia poprzecznego i wytrzymaªo±ci betonu, ale nie zmieniaªy si¦ one wraz ze zmian¡

wielko±ci próbek. Badacze postuluj¡ brak efektu skali w przypadku omawianego zjawiska.

� Grupa 6. obejmowaªa, podobnie jak poprzednia, próbki o ró»nej ±rednicy, ale

posªu»yªa badaniu wpªyw otuliny na no±no±¢ sªupów uzwojonych. Do ka»dej z wcze±niej

wykonanych próbek przygotowano analogiczn¡, z pogrubion¡ o 2� otulin¡ rdzenia. Za-

uwa»ono, »e dodatkowy materiaª nie wpªyn¡ª na no±no±¢ sªupów o wi¦kszych rozmiarach

(20� i 28�), ale daª wzrost no±no±ci próbek najmniejszych. W dalszej analizie wykazano, »e

dodatkowy przekrój otuliny pozwalaª na przeniesienie wi¦kszej siªy osiowej ni» siªa przeno-

szona przez sam rdze« ª¡cznie z oddziaªywaj¡cym na niego uzwojeniem. Nale»y przy tym

doda¢, »e otulina w tych przypadkach stanowiªa ponad 30 % powierzchni caªego przekroju

(co przekroczyªo zysk spowodowany skr¦powaniem rdzenia). Mówi¡c inaczej zniszczenie

nast¡piªo bezpo±rednio po spallingu, tam gdzie procentowy udziaª otuliny w powierzchni

przekroju byª wi¦kszy od efektywno±ci skr¦powania rdzenia uzwojeniem.

� Grupa 7. byªa wykorzystana do zbadania wpªywu parametrów stali zbrojenia

poprzecznego na no±no±¢ próbek. Autorzy badania wykazali siln¡ korelacj¦ mi¦dzy no±no-

±ci¡ a stopniem zbrojenia poprzecznego oraz gatunkiem stali zastosowanej do zbrojenia.

� Grupa 8. zostaªa wykorzystana do sprawdzenia, czy sposób przekazania ob-

ci¡»enia na próbki wpªywa na no±no±¢ badanych elementów. Obci¡»enie przekazywane

byªo wyª¡cznie na wystaj¡ce na wysoko±¢ 1/4” ko«ce pr¦tów zbrojenia podªu»nego. Nie

stwierdzono »adnych istotnych ró»nic w zachowaniu próbek w stosunku do innych, zasto-

sowanych w innych seriach pomiarowych.

� Grupa 31. � jej odmienne oznaczenie wynikaªo z zaliczenia do opracowania

odr¦bnych bada« wykonanych w 1931 r. � badacze sprawdzali wówczas wpªyw zbroje-

nia podªu»nego o du»ych no±no±ciach na wytrzymaªo±¢ sªupów uzwojonych. W rezultacie
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stwierdzono, »e zbrojenie podªu»ne mo»e efektywnie pracowa¢ w przekroju uzwojonym, ale

jednocze±nie zauwa»ono wy»sz¡ od przewidywanych siª¦ w zbrojeniu w próbkach wykona-

nych ze sªabszych betonów i jednocze±nie pewien niedobór no±no±ci zbrojenia podªu»nego

w próbkach wykonanych z mocniejszego betonu. Badacze nie potra�li wskaza¢ przyczyny

tego zjawiska, ani ustali¢ na podstawie liczby zbadanych próbek, czy ma on charakter

ogólny.

Kuryªªo

Kuryªªo (1952, 1954) [55, 56] � badania prowadzone we Lwowie w latach

40-tych i 50-tych pod kierownictwem Adama Kuryªªy (jednego z prekursorów »elbetnictwa

w latach 20-tych i 30-tych w Polsce [131]) miaªy na celu sprawdzenie wpªywu ksztaªtu

rdzenia, stopnia zbrojenia i wytrzymaªo±ci betonu na no±no±¢ sªupów uzwojonych. W tym

celu wykonano i zbadano 112 próbek o boku lub ±rednicy rdzenia 20 cm i wysoko±ci 60 cm.

Próbki miaªy ksztaªt kwadratowy z kwadratowym rdzeniem lub o±miok¡tny z koªowym,

wykonano je z betonów o wytrzymaªo±ci na ±ciskanie 11 MPa i 20 MPa.

Zaobserwowano istotny wpªyw ksztaªtu na efektywno±¢ skr¦powania � przekroje

kwadratowe charakteryzowaªy si¦ zdecydowanie gorszymi wynikami przyrostu no±no±ci ni»

analogiczne próbki o rdzeniu okr¡gªym. Zauwa»ono siln¡ relacj¦ mi¦dzy stopniem zbroje-

nia poprzecznego a no±no±ci¡ badanego sªupa. Niemniej odnotowano, »e wy»sze przyrosty

no±no±ci obserwowano w przypadku próbek ze sªabszego betonu ni» dla betonu mocniej-

szego (ró»nica przyrostu no±no±ci wynosiªa kilkadziesi¡t procent). Ponadto poczyniono

obserwacj¦, »e przy odpowiednio wysokim stopniu zbrojenia poprzecznego (powy»ej 3 %)

wytrzymaªo±¢ betonu przestawaªa mie¢ jakikolwiek wpªyw na no±no±¢ próbek. W tych

przypadkach przy identycznym zbrojeniu poprzecznym uzyskiwano porównywalne wyniki

dla obydwu betonów. W kwestiach zwi¡zanych z odksztaªcalno±ci¡ autor opisuje, »e próbki

wykonywane ze sªabszego betonu ulegaªy znacznym odksztaªceniom plastycznym przed

caªkowit¡ utrat¡ no±no±ci, za± wykonane z betonu mocniejszego ulegaªy gwaªtownemu

zniszczeniu.

Sheikh i inni

Sheikh i Uzumeri (1980) [111] � badania prowadzone w Toronto obejmowaªy 24

próbki o kwadratowym przekroju poprzecznym i boku o dªugo±ci 267 mm (10,5�), dªugo±ci

czynnej 1219 mm (48�) z poszerzanymi gªowicami o dªugo±ci 368 mm (14,5�) i szeroko±ci

508 mm (20�), które nie byªy uzwojone, ale pozwalaªy przekaza¢ równomiernie obci¡»enie

przez gªowic¦ maszyny wytrzymaªo±ciowej. Próbki byªy podzielone na 4 serie o odmiennym

ukªadzie zbrojenia poprzecznego. Wewn¡trz ka»dej serii elementy ró»niªy si¦ stopniem

zbrojenia poprzecznego (ρT = 0,76 %− 2,40 %), przekrojem zbrojenia podªu»nego (As =

2,48− 5,28 cali kwadratowych) i gatunkami zastosowanej stali. Wytrzymaªo±¢ betonu we

wszystkich próbkach wahaªa si¦ od 31,30 MPa do 40,89 MPa.
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Rysunek 2.3: Przekroje badane w pracy [111].

Próbki poddano testom wytrzymaªo±ciowym na osiowe ±ciskanie. Na podstawie

uzyskanych wyników stwierdzono:

1. mo»liwe jest efektywne skr¦powanie betonu przy u»yciu strzemion. W testach

udaªo si¦ zanotowa¢ nawet 70 % wzrostu no±no±ci w porównaniu z analogicznym przekro-

jem bez uzwojenia;

2. obszar efektywnie skr¦powany w przypadku strzemion wieloci¦tych jest mniej-

szy ni» caªy obszar rdzenia, gdy» pewne obszary s¡ kr¦powane tylko przez cz¦±¢ zbrojenia

poprzecznego;

3. przekrój zbrojenia podªu»nego w bardzo niewielkim stopniu, albo wcale, wpªy-

waª na uzyskanie efektu skr¦powania. Zdecydowanie istotniejszy okazaª si¦ rozstaw pr¦tów

podªu»nych, który pozwalaª uzyska¢ zwart¡ klatk¦ zbrojenia;

4. stopie« zbrojenia poprzecznego ma decyduj¡cy wpªyw na skal¦ efektu skr¦po-

wania betonu i uzyskan¡ no±no±¢;

5. zastosowanie stali o podwy»szonej wytrzymaªo±ci i zredukowanej póªce pla-

stycznej przyniosªo mniejszy od oczekiwanych wzrost no±no±ci rdzenia betonowego.

Sheikh i Toklucu (1993) [110] � autorzy przeprowadzili badania eksperymen-

talne ª¡cznie 27 próbek betonowych o ±rednicach (ka»da grupa po 9 sztuk) 356 mm (14�),

254 mm (10�), 203 mm (8�), za± wysoko±¢ ka»dej byªa czterokrotno±ci¡ ±rednicy. Próbki

byªy zbrojone osiowo oraz spiralnym uzwojeniem, o zmiennej ilo±ci oraz rozstawie. Stopie«

zbrojenia poprzecznego ρT stosowano w przedziale od 0,58 % do 2,3 %. Beton we wszyst-

kich próbkach projektowany byª na wytrzymaªo±¢ 35 MPa. Elementy poddano osiowemu

±ciskaniu.

Celem badania byªa ocena wpªywu stopnia zbrojenia poprzecznego (ilo±ci uzwoje-

nia) oraz jego uªo»enia na efektywno±¢ skr¦powania rdzenia betonowego. Zaobserwowano,

»e stosowanie uzwojenia zauwa»alnie podnosi wytrzymaªo±¢ i plastyczno±¢ betonu ograni-

czonego rdzeniem przekroju. Zauwa»ono, »e przy staªym stopniu zbrojenia poprzecznego

zmiana rozstawu zwojów w pewnym zakresie (wysoko±¢ skoku s ≤ 0,5Dc, gdzie Dc to

±rednica rdzenia) nie wpªywa na no±no±¢ sªupa, lecz co najwy»ej dla wy»szych warto±ci

ρT zmniejszenie skoku poprawia plastyczne zachowanie sªupa w fazie zniszczenia. Dla

ni»szych stopni zbrojenia znaczny spadek siªy osiowej nast¦powaª przy odksztaªceniach

okoªo ε = 20− 30 h, za± przy wi¦kszej ilo±ci uzwojenia zwykle ε = 40− 50 h, przy czym

dla tej grupy zaczynaª by¢ zauwa»alny wpªyw skoku uzwojenia. Ponadto stwierdzono, »e

wzrost siªy osiowej w betonie odpowiada 2,1 do 4-krotnej warto±ci napr¦»e« poprzecznych
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wywoªanych skr¦powaniem, za± ko«cowy wzrost siªy osiowej w porównaniu z elemen-

tem nieskr¦powanym wyniósª od 21 % do 70 % zale»nie od zastosowanej ilo±ci zbrojenia

poprzecznego. Dodatkowo stwierdzono, »e liczba pr¦tów podªu»nych tworz¡cych klatk¦

zbrojenia nie wpªywaªa na efektywno±¢ skr¦powania.

Sheikh i Khoury (1993) [112] � prace te prowadzono równolegle z opisanymi

w [110]. W ramach tych bada« uzwojone sªupy obci¡»ono do poziomu obci¡»e« u»yt-

kowych, a nast¦pnie poddawano dziaªaniu zmiennego obci¡»enia poziomego, które sy-

mulowaªo efekty trz¦sienia ziemi. W konsekwencji wypadkowa siªa dziaªa na znacznym

i zmiennym mimo±rodzie, który zwi¦kszaª si¦ z ka»dym cyklem, a próbki po okoªo 8�13

cyklach zmiany zwrotu obci¡»enia ulegaªy zniszczeniu na skutek zginania.

Najwa»niejsze wnioski z tego badania to fakt, »e zbrojenie poprzeczne potra�

znacznie wpªyn¡¢ na zwi¦kszenie ilo±ci energii odksztaªcenia absorbowanej przez sªup.

Wedªug autorów w próbkach z poprawnie wykonstruowanymi strzemionami i stopniem

zbrojenia pozwalaj¡cym na uwzgl¦dnienie efektu skr¦powania, zbrojenie poprzeczne odpo-

wiada za okoªo 60 % energii pochªanianej i rozpraszanej przez element. Dodatkowo zwró-

cono uwag¦, »e zwi¦kszenie siªy osiowej znacznie zmniejsza wªasno±ci plastyczne sªupa.

W badanym przypadku zwi¦kszenie obci¡»enia z poziomu 60 % no±no±ci projektowanej

bez uwzgl¦dnienia skr¦powania do poziomu 77 % zredukowaªo odksztaªcalno±¢ o 45 %.

Saatcioglu i Razvi

Saatcioglu i Razvi (1989�99) [94, 103, 92, 95, 93] � cykl bada« prowadzonych

w Ottawie przez Saatcioglu i Razviego dotyczyª wpªywu zbrojenia poprzecznego o ró»nym

uksztaªtowaniu na no±no±¢ i odksztaªcalno±¢ sªupów kr¦pych poddawanych osiowemu ±ci-

skaniu. W okresie 10 lat badano wpªyw ró»nych ksztaªtów uzwojenia, stopnia zbrojenia

poprzecznego, wpªyw skoku uzwojenia, zbrojenia podªu»nego itp. Badaniom poddawano

próbki z betonów zwykªych oraz betonów wysokich wytrzymaªo±ci. Efektem prac byªo mi¦-

dzy innymi opracowanie i udoskonalenie modeli zachowania betonu skr¦powanego, które

opisywaªy relacj¦ napr¦»enie�odksztaªcenie na bazie wyników do±wiadczalnych. Autorzy

ª¡cznie opublikowali kilkadziesi¡t prac zwi¡zanych z tym tematem, skupiaj¡c si¦ pó¹niej

na zagadnieniach sejsmicznych, gdzie tego typu rozwi¡zania konstrukcyjne znajduj¡ za-

stosowanie.

Nowakowski, Godycki��wirko

Nowakowski (1983) [75] � rozprawa doktorska A. B. Nowakowskiego wykonana

pod opiek¡ T. Godyckiego��wirko obejmowaªa przeprowadzone w �odzi badania uzwo-

jonych sªupów »elbetowych ±ciskanych osiowo oraz mimo±rodowo, a dodatkowo analiz¦

wpªywu smukªo±ci na no±no±¢. Wykonano i zniszczono w trakcie eksperymentów 45 próbek

sªupów okr¡gªych: ze zbrojeniem poprzecznym podzielonych na 3 partie po 15 elementów

zgrupowane w 5 seriach oraz 45 próbek kontrolnych bez uzwojenia podzielonych na 2 par-
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tie (30 oraz 15 sztuk). Sªupy zbrojone miaªy ±rednic¦ rdzenia przekroju równ¡ 150 mm,

za± niezbrojone ±rednic¦ caªkowit¡ równ¡ 150 mm, dªugo±¢ próbek wynosiªa zale»nie od

serii 600 mm lub 900 mm. W odpowiednich partiach zastosowano podparcie utwierdzone

lub przegubowe na obydwu ko«cach pr¦ta. Wszystkie próbki miaªy takie samo zbrojenie

podªu»ne wykonane z pr¦tów φ10 ze stali gªadkiej, stopie« zbrojenia ρ = 3,2 %, zbrojenie

poprzeczne wykonane byªo z takiej samej stali z pr¦tów φ4,5 lub φ6 o skoku spirali 2,5 cm,

stopie« zbrojenia poprzecznego odpowiednio ρT = 1,70 % lub ρT = 3,02 %. Wykorzystano

betony zwykªe o wytrzymaªo±ci na ±ciskanie od 23,68 MPa do 32,58 MPa projektowane

na 25 MPa oraz stal gatunku St0. Ponadto autor wysnute na podstawie wªasnych bada«

wnioski odniósª do wyników bada« prawie 400 sªupów uzwojonych, analizowanych przez

innych badaczy, próbuj¡c dowie±¢ uniwersalno±ci postawionych tez.

W±ród gªównych wniosków i obserwacji autor podaje propozycje korekty wzorów

zamieszczonych w normie [87]. Uwagi dotycz¡ sposobu okre±lania no±no±ci sªupów uzwo-

jonych obci¡»onych mimo±rodowo oraz uwzgl¦dnienia redukcji no±no±ci przy smukªo±ci

sªupów λ > 20. Nowakowski zauwa»a, »e efekty skr¦powania mo»na obserwowa¢ w przy-

padku sªupów okr¡gªych, które byªy przedmiotem bada«, przy mimo±rodach ni»szych ni»

promie« rdzenia przekroju (e < 0,125d), co odpowiada wcze±niejszym pracom teoretycz-

nym Olszaka z lat 50-tych i pocz¡tku 60-tych [77, 78], oraz autorów bada« wykonanych

w Monachium w poªowie lat 70-tych [102, 72]. Dodatkowo zwraca uwag¦, »e pozytywne

oddziaªywanie uzwojenia na no±no±¢ elementu zanika stopniowo po przekroczeniu smukªo-

±ci λ = 20, a» do caªkowitego braku wpªywu przy smukªo±ci λ = 50. Kolejnym istotnym

spostrze»eniem jest zalecenie stosowania w sªupach uzwojonych stali niskow¦glowych o sto-

sunkowo niskiej granicy plastyczno±ci. Dzi¦ki temu mo»liwe jest wykorzystanie uzwojenia

przy ni»szych odksztaªceniach podªu»nych i poprzecznych ni» w przypadku stali wysoko-

w¦glowych.

Praca rozpocz¦ªa cykl bada« nad sªupami uzwojonymi prowadzonymi przez ze-

spoªy w �odzi, a nast¦pnie w Gda«sku, zwi¡zane pocz¡tkowo z prof. Godyckim��wirko.

Godycki��wirko, Korzeniowski, Nagrodzka�Godycka

Korzeniowski (2000) � badania prowadzone w Gda«sku w poªowie lat 90-tych

przez wymienionych autorów zaprezentowane zostaªy w kilku publikacjach, w tym pod-

sumowane w monogra�i Korzeniowskiego [54]. Obejmowaªy one eksperymentalne badanie

w trzech etapach ª¡cznie 62 sªupów okr¡gªych o ±rednicy 205 mm i wysoko±ciach 600 mm

lub 1500 mm. Próbki ró»niªy si¦ zastosowanym betonem, stopniem zbrojenia podªu»nego

oraz poprzecznego (zwi¡zanym z ró»nym skokiem uzwojenia), a tak»e mimo±rodem dzia-

ªaj¡cej siªy od 0 do 60 mm. Z uwagi na ró»nice w geometrii badane próbki miaªy smukªo±ci

λ = 14,1 � dªugo±ci 600 mm, λ = 31,6 � dªugo±ci 1500 mm.

Poczyniono wiele istotnych obserwacji, poczynaj¡c od tego, »e wraz ze wzro-

stem ilo±ci uzwojenia zauwa»alnie ro±nie no±no±¢ sªupów ±ciskanych osiowo. Jednak»e przy
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wzro±cie mimo±rodu siªy efekt ten maleje, a przy najwi¦kszych mimo±rodach, gdy wypad-

kowa siªa znajduje si¦ poza rdzeniem przekroju przestaje by¢ caªkowicie widoczny, nieza-

le»nie od smukªo±ci sªupa. Dodatkowo zauwa»ono, »e na efektywno±¢ uzwojenia wpªywa

stopie« zbrojenia podªu»nego. Wi¦ksza ilo±¢ zbrojenia podªu»nego skutkowaªa obserwo-

waniem ni»szych napr¦»e« w uzwojeniu w chwili zniszczenia, co nie pozwalaªo w peªni

wykorzysta¢ zbrojenia poprzecznego. Poza tym poziom napr¦»e« w uzwojeniu podczas

zniszczenia byª zawsze kilkukrotnie ni»szy od granicy plastyczno±ci. W przypadku wyko-

nania sªupów z betonu wysokiej wytrzymaªo±ci warto±ci te byªy okoªo 2,5 raza ni»sze ni»

przy betonach zwykªych, co ±wiadczy o niskiej skuteczno±ci skr¦powania rdzenia w takim

wypadku.

Yin, Wang i inni

Na wst¦pie autor dysertacji zaznacza, »e zaprezentowane w tym punkcie wyniki

bada« dla sªupów kwadratowych o nietypowym zbrojeniu poprzecznym staªy si¦ bez-

po±redni¡ inspiracj¡ do podj¦cia bada« zwi¡zanych z betonem skr¦powanym i sªupami

uzwojonymi. Efektem tego zainteresowania staªo si¦ opracowanie modelu stanowi¡cego

proste narz¦dzie do badania efektu skr¦powania w ukªadach o dowolnym ksztaªcie prze-

kroju i ukªadzie zbrojenia poprzecznego.

Yin, Wang i inni (2011, 2012) [128, 127] � obydwie przywoªane publikacje

dotycz¡ w znacznej cz¦±ci tego samego materiaªu badawczego. Prace te daj¡ materiaª

porównawczy, dostarczaj¡c wyniki bada« do±wiadczalnych w postaci wykresów zale»no±ci

±rednich napr¦»e« normalnych w rdzeniu przekroju jako funkcji odksztaªcenia, w zakresie

a» do ich caªkowitego zniszczenia. W pracach tych temat jest potraktowany szeroko, gdy»

ª¡cznie przebadano przekroje o dziesi¦ciu ukªadach zbrojenia poprzecznego, a w czterech

przeprowadzono krótkie serie przy ró»nych kon�guracjach materiaªowych oraz ró»nych

stopniach zbrojenia. Autorzy dla zastosowanych materiaªów podaj¡ po jednym parame-

trze: dla stali granic¦ plastyczno±ci, dla betonu wytrzymaªo±¢ na jednoosiowe ±ciskanie.

Badaniu poddane byªy próbki o wymiarach 600 mm× 600 mm× 1200 mm, które z uwagi

na gabaryt byªy niewra»liwe na utrat¦ stateczno±ci, a ich zniszczenie spowodowane byªo

wyczerpaniem no±no±ci przekroju.

Podstawowe dane o próbkach drugiej fazy testów zostaªy przedstawione w pracy

[128]. Z artykuªu wynika, »e do wykonania uzwojenia wykorzystano pr¦ty oznaczone nu-

merami od 3 do 5, które maj¡ nast¦puj¡ce przekroje: nr 3 As = 0,713 cm2 co odpowiada

pr¦tom 3/8”, nr 4 As = 1,222 cm2 pr¦ty 4/8”, za± nr 5 As = 1,986 cm2 to pr¦ty o ±rednicy

5/8”. W zale»no±ci od próbki zastosowano dwa gatunki stali o granicach plastyczno±ci

fyt = 274,7MPa ≈ 40000 psi oraz fyt = 412,0 MPa ≈ 60000 psi. Elementy wykonane

byªy z betonów o ró»nych wytrzymaªo±ciach: zbrojone stal¡ w¦glow¡ z betonu o wytrzy-

maªo±ci f ′c = 34,4 MPa ≈ 5000 psi, za± zbrojone stal¡ o podwy»szonej wytrzymaªo±ci

z betonu f ′c = 68,7 MPa ≈ 10000 psi. Stosowany stopie« zbrojenia poprzecznego wynosiª
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od ρT = 1,26 % do ρT = 4,74 %. Celem pracy byªo wskazanie najwydajniejszego sposobu

ksztaªtowania zbrojenia poprzecznego.

W rezultacie wykazano, »e zastosowanie spiralnych zwojów do zbrojenia sªupów

o przekroju kwadratowym pozwala uzyska¢ lepsze efekty skr¦powania rdzenia betonowego

ni» najcz¦±ciej stosowane ukªady w postaci strzemion wieloci¦tych.

Yin, Wang i inni (2013) [125] � praca ta stanowi kontynuacj¦ i rozwini¦cie

wcze±niejszych bada« i opisuje zachowanie elementów prostok¡tnych i owalnych. Zba-

dano 4 warianty na próbkach o wymiarach 600 mm × 870 mm × 1800 mm zaopatrzonych

dodatkowo w powi¦kszone gªowice. Wykonano badania pod obci¡»eniem cyklicznym z mi-

mo±rodem zmiennym w dwóch kierunkach, co miaªo symulowa¢ zachowanie konstrukcji

w warunkach trz¦sienia ziemi. Punkt odniesienia stanowiª przekrój prostok¡tny zbrojony

strzemionami. Ponadto zbadano przekrój prostok¡tny zbrojony sze±cioma spiralami oraz

owalny ze strzemionami i owalny z dwoma spiralami. Zastosowano materiaªy jak w po-

przednim opracowaniu.

W rezultacie przeprowadzonego badania wykazano wy»sz¡ skuteczno±¢ zbrojenia

poprzecznego wykonanego ze zwojów okr¡gªych, nawet gdy nie obejmuj¡ równomiernie ca-

ªego przekroju, nad rozwi¡zaniami w postaci strzemion wieloci¦tych uªo»onych równolegle

do boków przekroju. Próbki te wykazaªy lepsze rozproszenie energii odksztaªcenia, zacho-

wuj¡c wysok¡ no±no±¢ i odksztaªcalno±¢ plastyczn¡ po przekroczeniu warto±ci granicznej

obci¡»enia.

2.4. Symulacje numeryczne

Havlásek, Jirásek, Bittnar

Havlásek, Jirásek, Bittnar (2019) � przedstawiona w maju 2019 r. praca

[44] czeskich naukowców prezentuje model numeryczny dla przypadku ±ciskania krótkiego

sªupa betonowego, ze zbrojeniem poprzecznym w postaci 5-ciu prefabrykowanych zwo-

jów. Jak przyznaj¡ sami autorzy przypadek inspirowany jest mi¦dzy innymi pracami

[128, 127], które prezentowaªy taki sposób ksztaªtowania zbrojenia i wykazaªy jego zalety.

Wykorzystano trójwymiarowy model, gdzie obszar rdzenia dyskretyzowano elementami

sze±ciennymi, a pr¦ty zbrojenia elementami kratownicowymi. Model próbki o wymia-

rach 600 mm× 600 mm× 1200 mm skªadaª si¦ z 16000 elementów obj¦to±ciowych i okoªo

5000 elementów pr¦towych. Poª¡czenia mi¦dzy poszczególnymi elementami (w tym mi¦dzy

zbrojeniem a rdzeniem) byªy sztywne.

Model materiaªowy betonu opieraª si¦ na pracy Grassla i innych [42], gdzie przed-

stawiono propozycj¦ materiaªu spr¦»ysto�plastycznego zwanego przez autorów Concrete

Damage Plasticity Model 2 (CDPM2), z niestowarzyszonym prawem pªyni¦cia, ze wzmoc-

nieniem/osªabieniem plastycznym. Funkcja plastyczno±ci stanowi kolejny krok w udosko-
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naleniu propozycji Willama i Warnkego [124]. Autorami wcze±niejszych propozycji s¡

mi¦dzy innymi Menétrey [67] i Baºant [49]. Funkcja plastyczno±ci ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

FCDPM2 =

{
[1− qh1(κp)]

(
ρ√
6fc

+
p

fc

)2

+

√
3

2

ρ

fc

}2

+

+ m0 q
2
h1(κp) qh2(κp)

[
ρ√
6fc

r(cos θ) +
p

fc

]
− q2

h1(κp) q2
h2(κp). (2.40)

Zmienne bezwymiarowe qh1 i qh2 zale»¡ od parametru wzmocnienia plastycznego κp, z kolei

parametr tarcia m0 uzale»niony jest od wytrzymaªo±ci na ±ciskanie i rozci¡ganie materiaªu

oraz parametru mimo±rodowo±ci obci¡»enia. Promie« r(cos θ) okre±lony jest podobnie jak

w warunku Willama i Warnkego, ale z uwzgl¦dnieniem wpªywu parametru mimo±rodo-

wo±ci.

Staªe materiaªowe, które nie byªy zbadane przez autorów bada« do±wiadczalnych

[128, 127], zostaªy przyj¦te wedªug relacji zaproponowanych przez ModelCode2010 [51].

Do modelowania stali zbrojeniowej wykorzystano model spr¦»ysto�plastyczny ze wzmoc-

nieniem i kryterium plastyczno±ci Hubera. W efekcie prowadzonych symulacji udaªo si¦

uzyska¢ zbli»on¡ posta¢ relacji napr¦»enie�odksztaªcenie, a ponadto przestrzenne mapy

napr¦»e« obrazuj¡ce wykorzystanie przekroju. Za najlepsze oszacowanie no±no±ci autorzy

uwa»aj¡ procedur¦ Mandera [64].

Arslan i inni

W artykule z 2013 roku [6] naukowcy ze Stambuªu zaprezentowali trójwymiarowy

model obliczeniowy wykonany w programie ANSYS 11.0. Obszar betonowy zostaª opisany

przez continuum spr¦»ysto�plastyczne z funkcj¡ plastyczno±ci Druckera�Pragera w kla-

sycznym uj¦ciu (ze stowarzyszonym prawem pªyni¦cia, bez wzmocnienia, bez plastycz-

nego zniszczenia), powoªuj¡c si¦ przy tym na [68], gdzie z sukcesem zastosowano podobne

podej±cie. Przy kalibracji modelu autorzy du»o uwagi po±wi¦cili wªa±ciwemu okre±leniu

kohezji betonu analizuj¡c ró»ne podej±cia (m.in. [19, 5, 100]). Ostatecznie przedstawiono

model okre±laj¡cy spójno±¢ jako c = 0, 46
(
a
d

)1,37
(
N
N0

)0,16

f 0,48
c zale»n¡ od proporcji wy-

miarów elementu, wspóªczynnika osiowo±ci obci¡»enia i wytrzymaªo±ci betonu. K¡t tarcia

wewn¦trznego przyjmowali za innymi pracami w granicach φ = 30◦ − 37◦. Porównu-

j¡c rezultaty wªasnych symulacji z wynikami do±wiadczalnymi zwracaj¡ uwag¦, »e tak

skonstruowany model pozwala uzyska¢ korelacj¦ od 0,83 do 1,28 w przypadku populacji,

których parametry materiaªowe i geometryczne maj¡ szeroki zakres.
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Moghaddam, Samadi, Pilakoutas

Autorzy artykuªu [69] z 2010 roku prezentuj¡ model MES oraz uproszczone for-

muªy bazuj¡c gªównie na wªasnym materiale do±wiadczalnym (z bada« prowadzonych

w Teheranie) zaprezentowanym w pracy [70]. Wprowadzenie modelu poprzedzone jest

szerokim przegl¡dem innych wcze±niej opublikowanych prac (pocz¡wszy od Richarta [97])

gªównie opublikowanych w Ameryce Póªnocnej, ale tak»e w Japonii i Europie Poªudniowej.

Proponowany jest trójwymiarowy model wykonany w programie ABAQUS, z za-

stosowaniem �zycznie nieliniowego materiaªu, który bazuje na opisie Lublinera [62]. Wyko-

rzystano funkcj¦ plastyczno±ci z niestowarzyszonym prawem pªyni¦cia i ze wzmocnieniem

(wzgl¦dnie osªabieniem), które tu pozwala opisa¢ spadek sztywno±ci w ko«cowej fazie

pracy materiaªu. Funkcja plastyczno±ci zaproponowana zostaªa w postaci:

FL =
1

1− α

[√
3J2 + α I1 + β

(
|σmax|+ σmax

2

)
− γ

(
|σmax| − σmax

2

)]
− c = 0. (2.41)

Sposób wyznaczania staªych omówiony jest w pracy [62], a tak»e w [133, 132]. Ponadto

przyj¦to w modelu niestowarzyszone prawo pªyni¦cia z funkcj¡ potencjaªu plastycznego:

G =

√
(ξ σR tanψ)2 + q2 − p tanψ, (2.42)

gdzie p i q s¡ niezmiennikami stanu napr¦»enia (opisane w zaª¡czniku), σR � wytrzyma-

ªo±ci¡ na jednoosiowe rozci¡ganie, ψ k¡tem dylatancji, a ξ jest parametrem skaluj¡cym

tempo zbli»ania si¦ do asymptoty funkcji tangens, którego warto±¢ autorzy przyj¦li jako

staªy ξ = 0,1.

Zachowanie materiaªu przed osi¡gni¦ciem powierzchni plastyczno±ci jest idealnie

spr¦»yste, za± po jej przekroczeniu na warto±ci napr¦»e« wpªywaj¡ dodatkowo dwa pa-

rametry dt i dc, które opisuj¡ wpªyw odksztaªce« plastycznych, a przyjmuj¡ warto±ci od

0 (materiaª, niewyt¦»ony wcze±niej do poziomu powierzchni plastycznej) do 1 (materiaª

w peªni zniszczony, z zerow¡ sztywno±ci¡).

Wykorzystano elementy obj¦to±ciowe do modelowania rdzenia betonowego, za±

pªaszcz � maj¡cy reprezentowa¢ skr¦powanie matami FRP � aproksymowano elementami

powªokowymi. W pracy [69] skupiono si¦ na opisie zjawiska skr¦powania betonu, propo-

nuj¡c dodatkowo formuª¦ projektow¡ do obliczania wytrzymaªo±ci rdzenia i granicznych

odksztaªce«, lecz nie znajdujemy w niej bardziej szczegóªowego opisu zastosowanych ele-

mentów sko«czonych.

Yu i inni

Chi«scy badacze z Hongkongu podejmuj¡ temat modelowania betonu skr¦powa-

nego w pracy z 2010 roku [130] gªównie z powodu mo»liwo±ci jakie daje nowy materiaª �

maty z wªókna FRP. Swój model przygotowali w ±rodowisku programu ABAQUS. W stu-
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dium przypadku zaprezentowano przykªady w pªaskim stanie odksztaªcenia oraz zadanie

osiowosymetryczne.

Model materiaªowy betonu bazuje na kryterium plastyczno±ci Lublinera [62], ale

w postaci zmody�kowanej jak w [57]. Ogólna posta¢ funkcji plastyczno±ci pozostaje taka

sama jak w równaniu (2.41). Zastosowano tu niestowarzyszone prawo pªyni¦cia z funk-

cj¡ potencjaªu plastycznego okre±lon¡ tak jak we wcze±niejszej pracy tych samych autorów

[129], a bazuj¡c¡ na zmody�kowanej postaci kryterium Druckera�Pragera (wªa±ciwie to

zmiana ta wprowadza do wyt¦»enia skªadniki znane z hipotezy Mohra):

G =

√
(� σT tanψ)2 + 3J2

2 −
I1

3
tanψ, (2.43)

gdzie � to parametr sko±no±ci, ψ � k¡t dylatancji, a σT � wytrzymaªo±¢ na rozci¡ganie. Gdy

warto±¢ parametru � zbli»a si¦ do zera wówczas ±lad funkcji G na pªaszczy¹nie zawieraj¡cej

o± hydrostatyczn¡ (prostopadªej do pªaszczyzny dewiatorowej) zbli»a si¦ do linii prostej,

w przeciwnym przypadku ±lad ten ma ksztaªt hiperboliczny z asymptot¡ zdeterminowan¡

przez k¡t ψ.Model materiaªowy betonu zawiera funkcj¦ wzmocnienia plastycznego wedªug

propozycji [52] zapo»yczon¡ z modelu CDPM dost¦pnego w programie ABAQUS, za±

parametr zniszczenia zostaª zde�niowany jako:

d = 1− σIII

fc0

, (2.44)

przy czym dla ±ciskania przyj¦to dodatnie warto±ci napr¦»enia gªównego, a fc0 jest wy-

trzymaªo±ci¡ betonu na ±ciskanie.

We wcze±niejszej pracy [129] autorzy proponowali wykorzysta¢ funkcj¦ plastycz-

no±ci b¦d¡c¡ mody�kacj¡ warunku Druckera�Pragera o element zale»ny od trzeciego nie-

zmiennika dewiatora stanu napr¦»enia J3, który ró»nicuje promie« ±ladu powierzchni pla-

stycznej na pªaszczy¹nie dewiatorowej (mody�kacja sugerowana wcze±niej przez Chena

[19]), uzyskuj¡c zadowalaj¡ce efekty. Jednak»e zwrócili uwag¦ na rozbie»no±¢ mi¦dzy

symulacjami a testami do±wiadczalnymi w przypadku prób stosowania stowarzyszonego

prawa pªyni¦cia. Wspólna konkluzja obydwu artykuªów [129, 130] wskazuje, »e stoso-

wanie modelu z funkcj¡ plastyczno±ci w postaci funkcji Lublinera lub zmody�kowanego

modelu Druckera�Pragera (obie o ksztaªcie zbli»onym tak»e do warunku postulowanego

przez Willama�Warnkego z 1974 r. [124]), wraz z niestowarzyszonym prawem pªyni¦cia,

wzmocnieniem lub osªabieniem plastycznym i zniszczeniem plastycznym pozwala wiernie

odwzorowa¢ zachowanie betonu skr¦powanego pªaszczem � w tym przypadku z wªókiem

FRP.
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Rousakis, Karabinis, Kiousis

Modelowanie betonu przedstawione w artykule z 2007 roku [101], które prezentuje

efekty prac prowadzonych na Uniwersytecie Trackim w Ksanti, nie odbiega zasadniczo od

podej±¢ opisanych w innych przytoczonych pracach. Dla betonu zastosowano model ma-

teriaªu spr¦»ysto�plastycznego, ze wzmocnieniem i niestowarzyszonym prawem pªyni¦cia.

Funkcj¦ plastyczno±ci zaproponowano w postaci:

F =
√
J2

4

√√√√1− β
√

J3√
J2

2

+ θ I1 − κ, (2.45)

gdzie β jest parametrem materiaªowym zwi¡zanym z wytrzymaªo±ci¡ na odksztaªcenia

postaciowe, θ parametrem zwi¡zanym z wytrzymaªo±ci¡ na ±ciskanie, za± κ jest funkcj¡

wzmocnienia/osªabienia. Posta¢ funkcji jest zbli»ona do zaproponowanej przez Willama

i Warnkego. Sposób budowania funkcji wzmocnienia i ustalania wprowadzonych staªych

materiaªowych autorzy opisali we wcze±niejszej swojej pracy [53]. Funkcja potencjaªu pla-

stycznego ma ksztaªt niesko«czonego sto»ka (jak w przypadku funkcji Druckera�Pragera):

G =
√
J2 +

α

6
I1, (2.46)

gdzie α jest parametrem zale»nym od k¡ta dylatancji betonu.

W celu rozwi¡zania zagadnienia spr¦»ysto�plastycznego proponuj¡ zastosowanie

podej±cia jawnego (explicit), w którym macierz spr¦»ysto�plastyczna:

Dep = D−
D ∂G

∂σ
∂FT

∂σ
D

∂FT

∂σ
D ∂G

∂σ
+ ∂F

∂ε̂

√
∂GT

∂σ
∂G
∂σ

, (2.47)

obliczana jest z wykorzystaniem funkcji potencjaªu plastycznego i rozwi¡zania równania

zgodno±ci:

dF =
∂FT

∂σ
dσ +

∂F

∂ε̂
dε̂ = 0, (2.48)

które zapewnia, »e napr¦»enia pozostaj¡ plastycznie dopuszczalne. W tych równaniach

ε̂ jest trajektori¡ odksztaªce« plastycznych wyra»aj¡c¡ funkcj¦ osªabienia�wzmocnienia

plastycznego.

Interesuj¡cy jest tak»e proponowany przez autorów model dla stali zbrojenia po-

przecznego, który jest podwójnie liniowo�spr¦»ysto�plastyczny tzn.: 1. liniowo�spr¦»ysty

do granicy plastyczno±ci, 2. idealnie plastyczny do odksztaªce« ε0, 3. liniowo�spr¦»ysty

do granicy wytrzymaªo±ci σsu, 4. idealnie plastyczny w caªym dalszym zakresie pracy.

Dla uzwojenia z wªókien FRP w¦glowych i szklanych autorzy proponuj¡ przyjmowa¢ mo-

del liniowo�spr¦»ysty do granicy wytrzymaªo±ci, a po jej przekroczeniu natychmiastowe

zniszczenie materiaªu.
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Tejchman i inni

Majewski, Bobi«ski, Tejchman (2008) [63] � praca przedstawia model nu-

meryczny zaproponowany dla zagadnienia ±ciskania mimo±rodowego sªupa »elbetowego.

Dla betonu przedstawiono znacznie bardziej zªo»ony model ni» w wi¦kszo±ci pozostaªych

cytowanych tu prac. Zastosowano hybrydow¡ funkcj¦ plastyczno±ci: w obszarze ±ciska-

nym kryterium Druckera�Pragera ze wzmocnieniem, a w obszarze rozci¡ganym kryte-

rium Rankine'a. Ponadto zaªo»ono niestowarzyszone prawo pªyni¦cia dla pierwszej cz¦±ci,

z funkcj¡ potencjaªu plastycznego bazuj¡c¡ na funkcji Druckera�Pragera, gdzie k¡t tarcia

wewn¦trznego φ zast¡piono k¡tem dylatancji ψ. W obszarze zniszczenia przez rozci¡ga-

nie przyj¦to stowarzyszone prawo pªyni¦cia. Model wzbogacono o nielokalne podej±cie do

zmiany sztywno±ci, wprowadzaj¡c parametr nielokalnego osªabienia zwi¡zany z zaªo»onym

wymiarem mikrostruktury.

Zbrojenie odwzorowano wykorzystuj¡c spr¦»ysto�plastyczny model Hubera ze

stowarzyszonym prawem pªyni¦cia. Na styku elementów betonowych i stalowych zaªo-

»ono prawo przyczepno±ci, które symuluje po±lizg mi¦dzy pr¦tami a blokiem betonowym,

ograniczaj¡c jednocze±nie maksymalne napr¦»enia styczne.

Analizy prowadzono w zadaniach 2-wymiarowych wykorzystuj¡c siat¦ trójk¡tn¡

oraz 3-wymiarowych wykorzystuj¡c siatk¦ sze±cienn¡. W pracy [63] badano sªupy pod-

dawane mimo±rodowemu ±ciskaniu i uzyskano wyniki symulacji zbie»ne z danymi do-

±wiadczalnymi, szczególnie dla modeli trójwymiarowych. Wyniki przeprowadzonych analiz

pozwoliªy autorom stwierdzi¢, »e najwi¦kszy wpªyw na no±no±¢ takich elementów ma ich

smukªo±¢ oraz mimo±ród siªy. Dodatkowo zwi¦kszanie rozmiaru mikrostruktury w pewnym

zakresie wpªywaªo na podniesienie warto±ci siªy przenoszonej przez sªup. Stosunkowo nie-

du»y okazaª si¦ wpªyw wprowadzenia prawa przyczepno±ci elementów zbrojenia do rdzenia

betonowego w porównaniu z modelem o poª¡czeniach idealnie sztywnych.

Marzec, Tejchman, Winnicki (2014) � w podobnym nurcie jak poprzednia

praca utrzymana jest [66], jak i wcze±niejsza [65]. Zastosowano tu tak»e poª¡czone kry-

terium Druckera�Pragera i kryterium Rankine'a oraz niestowarzyszone prawo pªyni¦cia.

Model prezentuje nielokalne uj¦cie dla funkcji wzmocnienia. Ponadto, z uwagi na zastoso-

wanie do zagadnie« dynamicznych, odksztaªcenia plastyczne i wzmocnienie zde�niowano

w sposób zale»ny od czasu � model lepkoplastyczny � wprowadzaj¡c dodatkowy parametr

czasu relaksacji

ε̇vp =
1

τ
De (σ − σ̄), (2.49)

gdzie τ jest parametrem czasu relaksacji, a σ̄ jest rzutem tensora napr¦»e« σ na po-

wierzchni¦ plastyczno±ci.

Zdaniem autorów, co wykazano na przykªadach obliczeniowych, rozwijany przez

nich model betonu zbrojonego pozwala wiernie odwzorowa¢ prac¦ elementów poddanych

obci¡»eniom statycznym i dynamicznym; przewidywa¢ posta¢ zniszczenia, topologi¦ zary-
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sowania, obci¡»enia graniczne i towarzysz¡ce im odksztaªcenia, lecz nie jest wystarczaj¡co

dokªadny by jednocze±nie modelowa¢ procesy reologiczne w betonie.

2.5. Podsumowanie

Mo»na zauwa»y¢, »e zjawisko skr¦powania betonu oraz opis zachowania betonu

w stanie trójosiowego ±ciskania s¡ szeroko opisywane w literaturze, w wielu niezale»nych

od siebie ¹ródªach. Przeprowadzona kwerenda pozwoliªa autorowi na przyj¦cie zaªo»e«

w dalszej cz¦±ci pracy, ze ±wiadomo±ci¡, »e wielu interesuj¡cych prac nie przedstawiª.

We wszystkich pracach, w których badano wpªyw mimo±rodu obci¡»enia na efek-

tywno±¢ uzwojenia, w tym prace teoretyczne wykazuj¡, »e najwy»sz¡ skuteczno±¢ skr¦-

powania rdzenia betonowego uzyskuje si¦ dla sªupów obci¡»onych osiowo. Dodatkowo

do±wiadczenie zawodowe zwi¡zane z projektowaniem konstrukcji budowlanych wskazuje,

»e w wielu przypadkach (szczególnie ukªadach pªytowo�sªupowych, z usztywnieniem tar-

czowym) z do±¢ dobr¡ dokªadno±ci¡ sªupy betonowe dokªadnie tak pracuj¡. Ponadto w±ród

bada« sªupów uzwojonych, do których dotarª autor (opisanych wy»ej lub b¦d¡cych cz¦±ci¡

bada« zestawionych w punkcie 2.2) nie odnotowano przypadków zniszczenia sªupów na

gªowicach. Warto zauwa»y¢, »e nie ma w±ród badaczy caªkowitej zgodno±ci co do efek-

tywno±ci skr¦powania rdzenia betonowego, co mo»e wskazywa¢, »e poza wyodr¦bnionymi

czynnikami wpªywaj¡cymi na no±no±¢ (jak np. stopie« zbrojenia poprzecznego lub wytrzy-

maªo±¢ betonu i stali) s¡ te» takie, których zwykle si¦ nie uwzgl¦dnia. Mog¡ by¢ w±ród nich

takie, które wpªyn¡ bezpo±rednio na sztywno±¢ betonu (rodzaj kruszywa, skªad mieszanki

betonowej), czynniki wpªywaj¡ce na wi¡zanie betonu, na przyczepno±¢ mi¦dzy pr¦tami

zbrojenia a betonem, sposób ª¡czenia konstrukcyjnego zbrojenia podªu»nego z uzwoje-

niem, by¢ mo»e tak»e inne nie wymienione. Od lat 90-tych zacz¦to wyra¹nie rozró»nia¢

badania nad skr¦powaniem sªupów z betonów zwykªych (fc = 20 − 40 MPa) i z beto-

nów wysokich wytrzymaªo±ci. Przy czym te drugie jest zauwa»alnie trudniej efektywnie

skr¦powa¢ (problem ten porusza m.in. w swojej dysertacji z 1995 roku S. Razvi [92]).

Od pocz¡tku wi¦kszo±¢ bada« prowadzona jest na próbkach kr¦pych, niepodat-

nych na utrat¦ stateczno±ci, niemniej podejmowano próby okre±lania no±no±ci tak»e ele-

mentów smukªych. Mo»na z nich wysnu¢ wspólny wniosek, »e po przekroczeniu smukªo±ci

granicznej, poni»ej której sªup jest caªkowicie niewra»liwy na utrat¦ stateczno±ci, efek-

tywno±¢ stosowania uzwojenia szybko maleje wraz ze wzrostem smukªo±ci.

Przed przyjmowaniem zbyt optymistycznych zaªo»e« przestrzega praca Wa±niew-

skiego [122] z 2010, gdzie eksperymentalnie dowiedziono, »e stosuj¡c si¦ do zalece« normy

projektowej [33] w pewnych sytuacjach mo»e doj±¢ do zniszczenia elementu przed uzyska-

niem oczekiwanej no±no±ci. W sªupach kr¦pych wykonanych z betonu wysokiej wytrzyma-

ªo±ci obserwowano sytuacje, gdzie zbrojenie poprzeczne w ogóle nie wpªyn¦ªo na no±no±¢

(podobnie zreszt¡ jak w tajwa«skich badaniach z 2011 [128]), albo wpªyw ten obserwowano
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wyª¡cznie we wzro±cie odksztaªcalno±ci przed zniszczeniem (dotyczy sªupów smukªych).

Na przykªad ten powoªuje si¦ Sokal [115] w opracowaniu opisuj¡cym skr¦powanie w uj¦ciu

polskich norm projektowych.

Modelowanie betonu uzwojonego wªa±ciwie wszyscy cytowani autorzy prowadz¡

z uwzgl¦dnieniem �zycznej nieliniowo±ci materiaªów. Dla stali zbrojeniowej najcz¦±ciej

stosowany jest spr¦»ysto�plastyczny model z warunkiem plastyczno±ci Hubera�von Mi-

sesa�Hencky'ego. Du»o wi¦ksza ró»norodno±¢ dotyczy betonu: pocz¡wszy od modeli spr¦-

»ysto�plastycznych z ró»nymi kryteriami plastyczno±ci, z ró»nymi funkcjami potencjaªu

plastycznego, przez modele lepko�plastyczne ze wzmocnieniem/osªabieniem, które umo»-

liwiaj¡ obserwowanie spadku no±no±ci dla wi¦kszych odksztaªce«. Dalej modele z hybry-

dow¡ funkcj¡ plastyczno±ci (inn¡ w stre�e zniszczenia przez rozci¡ganie, inn¡ przy znisz-

czeniu przez ±ciskanie), modele z parametrem zniszczenia. Pewne zestawienia porz¡dku-

j¡ce cho¢by mo»liwe funkcje plastyczno±ci znajdujemy w ksi¡»kach szerzej obejmuj¡cych

mechanik¦ betonu [19, 41, 49, 83] czy te» w pracy Podgórskiego [86]. W±ród prac wymie-

nionych w punkcie 2.2 pojawiaªy si¦ te» takie, które zwi¡zki �zyczne dla betonu próbowaªy

opisa¢ funkcjami ustalonymi na podstawie bada« eksperymentalnych nad wpªywem uzwo-

jenia na no±no±¢ sªupa. W kwestii geometrii dominuje wykorzystanie modeli trójwymia-

rowych. Zauwa»alny jest te» trend do wykorzystania ±rodowisk obliczeniowych ABAQUS

lub ANSYS, które umo»liwiaj¡ przeprowadzenie zaawansowanych oblicze« numerycznych

przy ni»szym wysiªku programistycznym ni» w przypadku tworzenia autorskich progra-

mów MES.

Podsumowuj¡c mo»na stwierdzi¢, »e zjawisko skr¦powania najefektywniej zacho-

dzi w kr¦pych, osiowo ±ciskanych sªupach, o przekroju koªowym, z uzwojeniem z cienkich

lecz g¦sto uªo»onych zwojów, w sªupach wykonanych raczej ze sªabszych betonów i przy

zastosowaniu stali o ni»szych granicach plastyczno±ci. Prognozowanie no±no±ci najcz¦±ciej

dokonywane jest przy wykorzystaniu zale»no±ci opracowywanych na podstawie do±wiad-

czalnej wery�kacji. Modelowanie czysto numeryczne jest mniej popularne, ale gdy ju» te

próby s¡ podejmowane zwykle wykorzystywane s¡ zaawansowane modele.



3. Sformuªowanie zagadnienia

Rozdziaª ten przedstawia zaªo»enia, na których oparty jest model obliczeniowy

»elbetowych przekrojów uzwojonych wykorzystany w dalszej cz¦±ci rozprawy. W pierwszej

kolejno±ci wymieniono i krótko uzasadniono przyj¦te uproszczenia. Nast¦pnie zde�niowano

niewiadome w omawianym zadaniu, wykorzystuj¡c równania uogólnionego pªaskiego stanu

odksztaªcenia i zapisano sposób wprowadzania obci¡»enia. Kolejny podpunkt, dotycz¡cy

zwi¡zków konstytutywnych, wzbogacony jest o krótki przegl¡d klasycznych kryteriów pla-

styczno±ci. Rozdziaª zamyka sformuªowanie warunków brzegowych i pocz¡tkowych oraz

przedstawienie równania pracy wirtualnej, które stanowi punkt wyj±cia do rozwi¡zania

zagadnienia.

3.1. Przyj¦te zaªo»enia

Zasada de'Saint Venanta � zadanie pªaskiego stanu odksztaªcenia

Po przeanalizowaniu wyników bada« i poczynionych przez ich autorów obserwacji

nale»y wnioskowa¢, »e widoczne efekty uzwojenia mo»na uzyskiwa¢ wyª¡cznie w kr¦pych,

±ciskanych osiowo elementach. Wówczas wszystkie przekroje le»¡ce poza obszarem gªowic

sªupa znajduj¡ si¦ w pªaskim stanie odksztaªcenia. Sam za± obszar gªowic w przytacza-

nych przykªadach bada« do±wiadczalnych [97, 111, 92] wykazuje wy»sz¡ wytrzymaªo±¢

ni» odcinek ±rodkowy, co mo»na tªumaczy¢ dodatkowym skr¦powaniem przez elementy

przekazuj¡ce obci¡»enie, b¡d¹ dozbrojeniem tych»e okolic.

Zasada rozmycia dyskretnego zbrojenia poprzecznego wzdªu» wysoko±ci

sªupa

W pierwszej pracy, w której zaproponowano stosowanie sªupów uzwojonych [21]

i przedstawiono sposób okre±lania ich no±no±ci1, pojawia si¦ koncepcja rozmycia zbrojenia

poprzecznego, okre±lana tak»e czasem koncepcj¡ zast¦pczego pªaszcza stalowego [54]. Kwe-

stia rozstawu zwojów lub strzemion byªa przedmiotem wielu bada«, o czym wspomniano

1 Praca Considére z 1903 r. dawaªa bardzo optymistyczne wyniki zakªadaj¡c mi¦dzy innymi, »e �
niezale»nie od ilo±ci zastosowanego zbrojenia poprzecznego � beton w stanie trójosiowego ±ciskania ma
o 50 % wy»sz¡ wytrzymaªo±¢, a efektywno±¢ zbrojenia poprzecznego jest 2,4 raza wy»sza ni» podªu»nego.
Pogl¡dy te zostaªy pó¹niej zwery�kowane przez wielu badaczy. Pod wzgl¦dem dokªadno±ci oceny no±no±ci
nale»y oceni¢ j¡ krytycznie, ale przyj¦te wówczas zaªo»enia i skªadowe no±no±ci przekroju w znacznej cz¦±ci
znajduj¡ potwierdzenie.
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w poprzednim rozdziale. Temat ten po analizie dost¦pnej literatury mo»na podsumowa¢

stwierdzeniem, »e przy odpowiednio g¦stym uªo»eniu strzemion (zwojów) zasada ta do-

brze opisuje rzeczywiste zachowanie sªupa. Badania podaj¡ ró»ni¡ce si¦ granice takiego

rozstawu (np. Sheikh [110] podaje sc ≤ 0,5Dcore), a na warto±¢ t¦ wpªywa wiele czyn-

ników, takich jak wªa±ciwo±ci u»ytych materiaªów, ±rednica pr¦tów, wymiary przekroju.

W miar¦ wzrostu rozstawu obszar rdzenia efektywnie skr¦powanego maleje, co znajduje

odzwierciedlenie w ró»nych procedurach obliczeniowych opracowywanych na podstawie

wyników bada« do±wiadczalnych.

W niniejszej pracy zdecydowano si¦ zastosowa¢ pªaski model obliczeniowy, sto-

suj¡c zasad¦ rozmycia zbrojenia poprzecznego. Umo»liwia to stosunkowo precyzyjne wy-

znaczenie rozkªadu pól napr¦»enia i odksztaªcenia w przekroju skr¦powanym, a zarazem

pozwala ograniczy¢ nakªad oblicze« w porównaniu do przypadku zastosowania modelu

trójwymiarowego. Ponadto przyj¦cie (dobrze zwery�kowanej w tym zagadnieniu) zasady

de'Saint Venanta nieodzownie prowadzi do konkluzji, »e dziaªanie napr¦»e« poprzecznych

jest równomierne na wysoko±ci sªupa, wi¦c konsekwentnie przyj¦to zaªo»enie, »e oblicze-

nia b¦d¡ prowadzone dla przypadków, które mo»na uzna¢ za pozwalaj¡ce na rozmycie

zbrojenia.

Odrzucenie wpªywu otuliny w analizie maksymalnej siªy osiowej

Ju» od pocz¡tku regularnych bada« nad no±no±ci¡ sªupów »elbetowych [97] za-

uwa»ono zjawisko odpryskiwania (w literaturze angloj¦zycznej spalling). Odpryskiwanie

otuliny zdarzaªo si¦ wªa±ciwie we wszystkich opisywanych w rozdziale drugim ekspery-

mentach, wi¦c mo»na zaªo»y¢, »e efekt taki jest powszechny w zagadnieniu ±ciskania

elementów uzwojonych. Dochodzi do niego na skutek pojawiaj¡cych si¦ w sªupie, po-

mi¦dzy podªu»nymi wªóknami materiaªu, napr¦»e« rozci¡gaj¡cych, które spowodowane

s¡ ró»nic¡ odksztaªce« mi¦dzy betonem skr¦powanym klatk¡ zbrojenia a znajduj¡cym si¦

na zewn¡trz niej. Dla zachodzenia zjawiska znaczenie ma tak»e krucha natura materiaªu

� znacznie wy»sza wytrzymaªo±¢ na ±ciskanie ni» rozci¡ganie. �ciskany element betonowy

doznaje wydªu»e« poprzecznych, w pewnym momencie pojawiaj¡ si¦ rysy pionowe, a na-

st¦pnie znajduj¡ce si¦ poza klatk¡ zbrojenia wªókna trac¡ stateczno±¢ i oddzielaj¡ si¦ od

rdzenia osªoni¦tego pr¦tami zbrojenia. Maksimum siªy osiowej przeniesionej przez sªup

zwykle przypada na faz¦ po odspojeniu otuliny. Maj¡c na uwadze zachowanie rzeczywi-

stych konstrukcji rozwa»ano w toku przygotowywania pracy dwa podej±cia:

1. kontrola napr¦»e« rozci¡gaj¡cych w kontinuum betonowym na granicy rdzenia

i otuliny, a po przekroczeniu wytrzymaªo±ci na rozci¡ganie na tej kraw¦dzi odª¡czenie

cz¦±ci przekroju. Wykonano próbne modele, w których na etapie ko«cowej obróbki wyni-

ków odj¦to siª¦ z elementów znajduj¡cych si¦ w otulinie. Niemniej takie podej±cie okazuje

si¦ maªo wydajne, a dodatkowo dla przekrojów innych ni» osiowosymetryczne (gdzie stan
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napr¦»enia na caªym obwodzie jest staªy) ustalenie wªa±ciwego momentu oddzielenia si¦

otuliny stanowi dodatkowe zagadnienie wymagaj¡ce wnikliwej analizy.

2. pomini¦cie otuliny w prowadzonych rozwa»aniach. Takie podej±cie jest du»o

prostsze, jednocze±nie nie powoduje zmiany ko«cowych warto±ci maksymalnej siªy osiowej

w przekroju, której wyznaczenie jest gªównym celem analizy. Ponadto nale»y zaznaczy¢, »e

niedoszacowaniu mo»e podlega¢ jedynie zakres znajduj¡cy si¦ zauwa»alnie poni»ej granicz-

nego obci¡»enia, a wielko±¢ tego niedoszacowania proporcjonalna jest do udziaªu otuliny

w przenoszeniu napr¦»e« osiowych i zwykle ogranicza si¦ do kilku � kilkunastu procent.

3.2. Uogólniony pªaski stan odksztaªcenia

Tensor napr¦»enia i siªa osiowa

Z uwagi na powy»sze zaªo»enia napr¦»enia i odksztaªcenia mo»na traktowa¢ jako

niezale»ne od poªo»enia wzgl¦dem trzeciej zmiennej, reprezentuj¡cej wymiar wzdªu» wyso-

ko±ci sªupa. Pozwala to na przedstawienie tensora napr¦»enia (de�nicja � równanie (A.4))

w uproszczonej postaci:

σij =

σ11 σ12 0

σ12 σ22 0

0 0 σ33

 . (3.1)

Gªównym celem prowadzonej analizy jest wyznaczenie maksymalnej siªy osio-

wej wyst¦puj¡cej w rdzeniu przekroju. Obszar analizy pomniejszony jest o otulin¦, gdy»

prezentowany model nie ma mechanizmu pozwalaj¡cego na etapie analizy MES auto-

matycznie odª¡czy¢ cz¦±ci przekroju, która ulega odspojeniu na skutek przekroczenia

dopuszczalnych napr¦»e« rozci¡gaj¡cych w pªaszczy¹nie przekroju. Jednocze±nie na pod-

stawie dost¦pnych w literaturze obserwacji bada« do±wiadczalnych [111] wiemy o istnieniu

takiego zjawiska w przypadku ±ciskania przekrojów skr¦powanych klatk¡ zbrojenia. Mak-

symalna siªa osiowa przenoszona przez rdze« przekroju uzyskiwana jest przez caªkowanie

odpowiedniej skªadowej tensora napr¦»enia na obszarze przekroju:

P = −
ˆ
Ω

σ33 dx1 dx2. (3.2)

Tensor odksztaªcenia i przemieszczenia poprzeczne

Tensor odksztaªcenia (zde�niowany w równaniu (A.22)) ma posta¢:

εij =

ε11 ε12 0

ε12 ε22 0

0 0 −E33

 , (3.3)
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gdzie E33 oznacza skrócenie podªu»ne sªupa i w rozwa»anym zadaniu stanowi obci¡»enie.

Pole przemieszcze« poszukiwane jest w pªaszczy¹nie przekroju, wektor przemieszczenia

ma zatem dwie skªadowe:

ui =

[
u1

u2

]
. (3.4)

Obci¡»enia kinematyczne

Do modelu przykªadane s¡ obci¡»enia kinematyczne w postaci skrócenia sªupa

E33 wymienione w równaniu (3.3). Rozwa»any jest element sªupa o jednostkowej dªugo±ci,

a siªy masowe grawitacji dziaªaj¡ce prostopadle do pªaszczyzny przekroju odpowiadaj¡ za

pomijalnie maª¡ cz¦±¢ caªkowitego wyt¦»enia. Dla zachowania lepszej przejrzysto±ci nie

zostaªy uj¦te w ostatecznej wersji modelu.

Równania równowagi

Z uwagi na pªaski charakter rozwi¡zywanego zadania oraz fakt, »e siªy masowe

grawitacji dziaªaj¡ce wzdªu» osi 3. (pionowej) zostaªy pomini¦te, równanie Naviera (A.2)

ma posta¢:

σαβ,β = 0, (3.5)

gdzie α, β przyjmuj¡ warto±ci 1 i 2.

Zwi¡zki konstytutywne

W pracy wykorzystywane s¡ modele spr¦»ysto�idealnie�plastyczne zarówno do

opisania zachowania stali jak i betonu. Poszczególne modele ró»ni¡ si¦ funkcjami plastycz-

no±ci oraz potencjaªu plastycznego, niemniej dla wszystkich prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce

relacje:

ε̇ij = ε̇e
ij + ε̇p

ij + Ėij, (3.6)

ε̇e
ij = Cijkl σ̇kl, (3.7)

ε̇p
ij =

{
λ̇ ∂G
∂σij

, jeżeli F (σij) = 0 oraz λ̇ ≥ 0,

0, jeżeli F (σij) < 0
, (3.8)
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E =

 0 0 0

0 0 0

0 0 −E33

 , (3.9)

gdzie odpowiednio kropka nad wyra»eniami oznacza ich pochodn¡ wzgl¦dem czasu, za±

pozostaªe oznaczenia:

εe
ij � cz¦±¢ spr¦»ysta tensora odksztaªcenia,

εp
ij � cz¦±¢ plastyczna tensora odksztaªcenia,

λ � mno»nik plastyczny,

F � funkcja plastyczno±ci,

G � potencjaª plastyczny,

Cijkl � tensor podatno±ci, wyra»aj¡cy si¦ przez moduª Younga i liczb¦ Poissona nast¦pu-

j¡co:

Cijkl =
1

E
((1 + ν) δik δjl − ν δij δkl) , (3.10)

gdzie δij jest symbolem Kronekera,

Przegl¡d wybranych kryteriów plastyczno±ci

Podwaliny pierwszej historycznie hipotezy wytrzymaªo±ciowej (najwi¦kszego na-

pr¦»enia normalnego) zawdzi¦czamy Galileuszowi cho¢ w literaturze znana jest gªównie

pod nazwiskiem szkockiego �zyka i in»yniera Willama Rankine'a, który »yª w XIX wieku.

Dalej badacze wci¡» poszukiwali miary wyt¦»enia materiaªu przez ograniczenie napr¦-

»e« normalnych, stycznych i ich kombinacji. W 1885 r. profesor uniwersytetu w Pawii

E. Beltrami zapocz¡tkowaª pogl¡d, »e to energia odksztaªcenia jest odpowiedzialna za

zniszczenie materiaªu [41]. Dziewi¦tna±cie lat pó¹niej, w 1904 r. [47], pracuj¡cy wówczas

we Lwowie, naukowiec i in»ynier M.T. Huber, a nast¦pnie w 1913 r. pracuj¡cy w Stras-

burgu matematyk, R. von Mises [121] rozwijali t¦ koncepcj¦ wi¡»¡c wyt¦»enie z energi¡ od-

ksztaªcenia postaciowego. Niezale»nie do podobnych konkluzji doszedª w 1924 r. pracuj¡cy

wówczas w Delft in»ynier H. Hencky. Hipoteza ta do dzi± pozostaje najpopularniejszym,

wyprowadzonym na drodze rozwa»a« teoretycznych, modelem dla jednorodnych mate-

riaªów o takich samych wªa±ciwo±ciach przy ±ciskaniu i rozci¡ganiu. Pewne mankamenty

hipotezy maksymalnej energii odksztaªcenia postaciowego spróbowaª skorygowa¢ prze-

bywaj¡cy wówczas na uzupeªniaj¡cych studiach w Getyndze i Zurychu, W. Burzy«ski2,

który zaproponowaª hipotez¦ ª¡cz¡c¡ wpªyw energii odksztaªcenia postaciowego i cz¦±ci

obj¦to±ciowego [18]. Jej uogólniona i uniwersalna forma pozwalaªa uzyska¢ caª¡ rodzin¦

2 Wªodzimierz Burzy«ski (1900-1970) urodzony w Przemy±lu, poza dziaªalno±ci¡ naukow¡ wsªawiª
si¦ w walce o niepodlegªo±¢ i granice Rzeczpospolitej, uczestnicz¡c w obronie Lwowa przed Ukrai«cami
w ochotniczym oddziale Orl¡t Lwowskich w 1918 r. i przed bolszewikami w 1920 r. Ponadto zaanga»owany
byª w akcj¦ plebiscytow¡ na Spiszu i Orawie. Za swoj¡ patriotyczn¡ postaw¦ zmuszony w 1946 r. przez
okupacyjne wªadze radzieckie do opuszczenia Lwowa, po czym osiadª w Gliwicach [131].
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(b) Przekrój przez o± hydrostatyczn¡ i
σ1.

Rysunek 3.1: Powierzchnia plastyczna � model Rankine'a.

powierzchni zniszczenia, zarówno otwartych w kierunku osi hydrostatycznej jak i zamkni¦-

tych. W pó¹niejszym okresie, przy poszukiwaniu wiernych modeli wyt¦»enia nowych mate-

riaªów, takich jakim wówczas byª beton, coraz cz¦±ciej odchodzono od prostej interpretacji

wyt¦»enia np. wielko±ci¡ energii odksztaªcenia na rzecz kombinacji skªadowych napr¦»enia

lub odksztaªcenia, które znajdowaªy do±wiadczaln¡ wery�kacj¦. Przykªadem tego podej-

±cia mo»na uzna¢ zarówno prób¦ przybli»enia powierzchni zniszczenia sto»kiem zapropo-

nowan¡ przez Druckera i Pragera oraz wszelkie próby uogólniania hipotezy Mohra[36, 41],

czy te» próby aproksymacji tej powierzchni innymi funkcjami. Dla lepszego dopasowania

si¦ do wyników do±wiadczalnych pojawiaªy si¦ te» propozycje stosowania ró»nych funkcji

zale»nie od stanu napr¦»enia. Poni»ej zestawiono najpopularniejsze klasyczne kryteria

plastyczno±ci.

Kryterium Rankine'a (1857) [91]

Warunek maksymalnych napr¦»e« normalnych zostaª sformuªowany przez W. Ran-

kine'a w zwi¡zku z jego pracami dotycz¡cymi mechaniki gruntów. W podstawowej wersji

kryterium to przedstawia warunek maksymalnego napr¦»enia gªównego i daje si¦ przed-

stawi¢ w postaci:

FR = AσI − 1 = 0, (3.11)

przy czym staªa materiaªowa A w tym wypadku przyjmie warto±¢:

A =
1

σR

, (3.12)

gdzie σR oznacza wytrzymaªo±¢ materiaªu na rozci¡ganie.

Powierzchnia plastyczna przyjmuje wówczas ksztaªt ostrosªupa o podstawie trój-

k¡tnej, którego o± le»y na osi ci±nienia hydrostatycznego, nieograniczonego po stronie

napr¦»e« ±ciskaj¡cych (rys. 3.1).
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(b) Przekrój przez o± hydrostatyczn¡ i
σ1.

Rysunek 3.2: Powierzchnia plastyczna � model Treski.

Mo»liwa jest równie» ªatwa adaptacja tego kryterium w taki sposób, »e ogra-

niczenie dotyczy tak»e minimalnych napr¦»e« gªównych. Przy czym dla materiaªu kru-

chego, jakim jest beton, którego wytrzymaªo±¢ na ±ciskanie jest zwykle okoªo 10-krotnie

wy»sza od wytrzymaªo±ci na rozci¡ganie, nale»y wykorzysta¢ w tym miejscu inn¡ staª¡

materiaªow¡, zast¦puj¡c σR wytrzymaªo±ci¡ na ±ciskanie σC. Przy zastosowaniu obydwu

ogranicze« powierzchnia plastyczna przyjmuje ksztaªt sze±cianu o boku dªugo±ci σR +σC.

Kryterium Treski (1864) [119]

Warunek ekstremalnych napr¦»e« stycznych stanowi pierwsze do±¢ precyzyjne

okre±lenie wytrzymaªo±ci materiaªów izotropowych. Funkcja plastyczno±ci przedstawia si¦

w postaci:

FT = A (σI − σIII)− 1 = 0, (3.13)

gdzie staª¡ materiaªow¡ mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co:

A =
1

σR

. (3.14)

W równaniu (3.13) σI i σIII oznaczaj¡ odpowiednio maksymalne i minimalne napr¦»enie

gªówne.

Powierzchnia plastyczna ma ksztaªt graniastosªupa o podstawie sze±ciok¡tnej

o kraw¦dziach równolegªych do osi ci±nienia hydrostatycznego i nieograniczonego pod-

stawami (rys. 3.2). Warunek wykorzystywany jest gªównie w odniesieniu do materiaªów

o takiej samej wytrzymaªo±ci na ±ciskanie i rozci¡ganie, takich jak wiele metali.

Kryterium Hubera�von Misesa�Hencky'ego (1904)(1913)(1924) [47, 121, 45]

Warunek ten bazuje na ograniczeniu maksymalnej energii odksztaªcenia posta-

ciowego. Model ten charakteryzuj¡c si¦ prostot¡ kryterium jednoparametrowego, jedno-

cze±nie do±¢ wiernie odwzorowuje plastyczno±¢ materiaªów nie wykazuj¡cych zmiany ob-

45



σ

1

σ

2

σ

3

(a) Pªaszczyzna dewiatorowa.

σ

1

σ

2

σ

3



(b) Przekrój przez osi hydrostatyczn¡
i σ1.

Rysunek 3.3: Powierzchnia plastyczna � model Hubera.

j¦to±ci w zakresie plastycznym. Z tego powodu jest cz¦sto wykorzystywany w analizach

in»ynierskich, mi¦dzy innymi stanowi podstawow¡ metod¦ wymiarowania konstrukcji sta-

lowych wg [PN-EN-1993-1]. Funkcj¦ plastyczno±ci mo»na przedstawi¢ w postaci:

FH = A
√
J2 − 1 = 0, (3.15)

gdzie staª¡ materiaªow¡ mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co:

A =

√
3

σR

. (3.16)

Powierzchnia plastyczna ma ksztaªt walca o tworz¡cej równolegªej do osi ci±nienia

hydrostatycznego i opisanego na graniastosªupie Treski (rys. 3.3).

Kryterium Mohra�Coulomba (1776) [24]

Warunek ten mo»na przedstawi¢ nast¦puj¡co:

FMC = AσI +B σIII − 1 = 0, (3.17)

gdzie staªe A i B mo»na wyrazi¢ np. przez k¡t tarcia wewn¦trznego φ i spójno±¢ c w po-

staci:

A =
1− sin(φ)

2c cos(φ)
, (3.18)

B =
−1− sin(φ)

2c cos(φ)
. (3.19)

Analizuj¡c równania (3.17), (3.11) i (3.13) mo»na zauwa»y¢, »e warunek pla-

styczno±ci Mohra�Coulomba stanowi rozwini¦cie dwóch wcze±niej wymienionych kryte-

riów w zakresie skªadowych stanu napr¦»enia wpªywaj¡cych na wyt¦»enie i dla szczegól-

nych warto±ci staªych A i B mo»e zosta¢ zredukowany do warunku Rankine'a lub Treski.
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(b) Przekrój przez osie hydrostatyczn¡
i σ1.

Rysunek 3.4: Powierzchnia plastyczna � model Mohra�Coulomba.

W ogólno±ci powierzchnia plastyczna przyjmuje ksztaªt ostrosªupa o przekroju sze±ciok¡ta

rozpi¦tego wokóª osi ci±nienia hydrostatycznego, nieograniczonego podstaw¡ po stronie

napr¦»e« ±ciskaj¡cych (rys. 3.4).

Warunek przedstawiony w równaniu (3.17) mo»na przedstawi¢ równie» w innej

postaci:

FMC = −p sin(φ) + q

(
cos(θ)√

3
− sin(φ) sin(θ)

3

)
− c cos(φ), (3.20)

gdzie p i q s¡ niezmiennikami stanu napr¦»enia okre±lonymi wedªug wzorów (A.13) i (A.14),

a θ jest k¡tem Lodego, którego de�nicja jest przywoªana we wzorze (A.19).

Warunek ten wywodzi si¦ zasadniczo z mechaniki gruntów, lecz odnajduje zasto-

sowanie tak»e dla materiaªów ziarnistych i betonu. Powstaj¡ tak»e zmody�kowane wersje

kryterium, czego przykªady mo»na odnale¹¢ w wielu ró»nych pracach np. [90, 113, 13].

Zmody�kowane wersje lepiej oddaj¡ ksztaªt powierzchni zniszczenia materiaªów, dla któ-

rych s¡ tworzone.

Kryterium Druckera�Pragera (1952) [28]

Warunek Druckera�Pragera zwi¡zany jest z wcze±niej przedstawionym warunkiem

plastyczno±ci Mohra�Coulomba i przyjmuje posta¢ równania sto»ka opisanego, wpisanego

b¡d¹ przenikaj¡cego w odniesieniu do ostrosªupa Mohra�Coulomba, zale»nie od przy-

j¦tych de�nicji wspóªczynników. Z uwagi na charakter rozwa»anego w niniejszej pracy

zadania najlepsze rezultaty mo»emy uzyska¢ stosuj¡c sto»ek opisany (rys. 3.5). Prze-

krój skr¦powanego sªupa poddawany jest silnym napr¦»eniom ±ciskaj¡cym wzdªu» swojej

osi i zauwa»alnie mniejszym (wewn¡trz rdzenia tak»e gªównie ±ciskaj¡cym) napr¦»eniom

w pªaszczy¹nie przekroju.

Funkcj¦ plastyczno±ci mo»emy opisa¢ wzorem:

FDP = A
√
J2 +B I1 − 1 = 0. (3.21)
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(b) Przekrój przez osie hydrostatyczn¡
i σ1.

Rysunek 3.5: Powierzchnia plastyczna � model Druckera�Pragera.

W przypadku sto»ka opisanego staªe przyjmuj¡ nast¦puj¡ce warto±ci:

A =

√
3

2

σC + σR

σCσR

, (3.22)

B =
1

2

σC − σR

σC σR

. (3.23)

W dalszych rozwa»aniach wykorzystywano tak»e warunek Druckera�Pragera w bardziej

tradycyjnym uj¦ciu w uzale»nieniu od k¡ta tarcia wewn¦trznego φ i spójno±ci c materiaªu

oraz wykorzystuj¡c inny zestaw niezmienników.

FDP = q −mp− k, (3.24)

gdzie:

m =
6 sin(φ)

3 + sin(φ)
, k =

6c cos(φ)

3 + sin(φ)
. (3.25)

De�nicje niezmienników p i q przywoªane s¡ w dodatku A w równaniach (A.13),

(A.14).

Kryterium Willama�Warnkego � opis trzyparametrowy (1974) [124]

Warunek ten mo»na przedstawi¢ w nast¦puj¡cej formie:

FWW3 = AI1 + λ(J2, J3)− 1 = 0, (3.26)

gdzie A jest warto±ci¡ staª¡ okre±lan¡ na podstawie staªych materiaªowych, za± λ(J2, J3)

jest pewn¡ funkcj¡ zale»n¡ od drugiego i trzeciego niezmiennika dewiatora stanu napr¦-

»enia i staªych materiaªowych. Przyjmuj¡c nast¦puj¡ce oznaczenia:

σC � wytrzymaªo±¢ na jednoosiowe ±ciskanie,

σR � wytrzymaªo±¢ na jednoosiowe rozci¡ganie,
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σB � wytrzymaªo±¢ na dwuosiowe równomierne ±ciskanie,

r(θ) � promie« powierzchni plastycznej na pªaszczy¹nie dewiatorowej w funkcji k¡ta Lo-

dego,

rt � promie« minimalny odpowiadaj¡cy k¡towi Lodego θ = 0◦,

rc� promie« maksymalny odpowiadaj¡cy k¡towi Lodego θ = 60◦,

A =
1

3z

1

σC

, (3.27)

gdzie:

z =
σB σR

σC (σB − σR)
. (3.28)

Funkcja λ(J2, J3) mo»e zosta¢ przedstawiona jak ni»ej, przy czym w zwi¡zku

z równaniem (A.18), nale»y zauwa»y¢, »e θ jest tak»e funkcj¡ J2 i J3:

λ(J2, J3) =

√
2

5

1

r(θ)

√
J2

σC

, (3.29)

gdzie:

r(θ) =
u(θ) + v(θ)

w(θ)
, (3.30)

u(θ) = 2rC

(
r2

c − r2
t

)
cos(θ), (3.31)

v(θ) = rc (2rt − rc)
√

4 (r2
c − r2

t ) cos(θ) + 5r2
t − 4rc rt, (3.32)

w(θ) = 4
(
r2

c − r2
t

)
cos(θ) + (rc − 2rt)

2 , (3.33)

gdzie promienie rc i rt mo»na wyrazi¢ u»ywaj¡c wcze±niej wprowadzonych wielko±ci σC,

σR, σB:

rc =

√
6

5

(
σB σR

3σB σR + σC (σB − σR)

)
, (3.34)

rt =

√
6

5

(
σB σR

σC (2σB + σR)

)
. (3.35)

Przybli»on¡ wizualizacj¦ powierzchni plastyczno±ci zamieszczono na rysunku 3.6.

Kryterium Breslera�Pistera (1958) [16]

Warunek Breslera�Pistera stanowi rozszerzenie warunku Druckera�Pragera. Funk-

cja plastyczno±ci jest trzyparametrowa i w porównaniu z modelem Druckera�Pragera
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(b) Przekrój przez o± hydrostatyczn¡ i
σ1.

Rysunek 3.6: Powierzchnia plastyczna � model Willama�Warnkego.

umo»liwia zde�niowanie powierzchni zamkni¦tej. Wzór ogólny mo»na przedstawi¢ nast¦-

puj¡co:

FBP = A
√
J2 +B I1 + C I2

1 − 1 = 0. (3.36)

Staªe materiaªowe mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co:

A =
√

3
(σC + σR) (2σB − σC) (2σB + σC)

σC σR σB (σR + 8σB − 3σC)
, (3.37)

B =
(σC − σR) (σB σC + σB σR − σC σR − 4σ2

B)

σc σt σb(σt + 8σb − 3σc)
, (3.38)

C =
σB σC − 3σB σR + 2σC σR

σC σR σB (σR + 8σB − 3σC)
. (3.39)

W literaturze dost¦pne s¡ tak»e inne warianty tego warunku plastyczno±ci. Warto

nadmieni¢, »e istnieje forma zredukowana do 2 parametrów materiaªowych [32] w postaci:

FEW =
√
J2 + AI1 +B I2

1 = 0, (3.40)

wówczas staªe materiaªowe mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co:

A = − 1√
3
, (3.41)

B =
1

2
√

3

(
σR

σ2
C − σ2

R

)
. (3.42)

�atwo zauwa»y¢, »e w powy»szym równaniu (3.40) punkt odpowiadaj¡cy zero-

wemu stanowi napr¦»enia znajduje si¦ na powierzchni plastycznej.
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Kryterium Ottosena (1977) [81]

Posta¢ ogólna funkcji plastyczno±ci w tym kryterium jest nast¦puj¡ca:

FOT = AJ2 + λ(θ)
√
J2 +B I1 − 1 = 0. (3.43)

Model czteroparametrowy Ottosena ma zbli»on¡ budow¦ do zaprezentowanego

powy»ej modelu Willama�Warnkego, w obydwu modelach dwa parametry u»yte s¡ do

opisu krzywej zniszczenia na pªaszczy¹nie dewiatorowej i wykorzystano do tego celu

wprowadzon¡ funkcj¦ promienia λ(θ) � cho¢ ró»ni je sposób ich wyprowadzenia. Ponadto

ten model pozwala uzyska¢ krzywoliniowy ±lad powierzchni plastycznej na pªaszczyznach

zawieraj¡cych o± ci±nienia hydrostatycznego. W szczególnych przypadkach, gdy A = 0

i λ(θ) = const. otrzymujemy model Druckera�Pragera, a gdy dodatkowo staªa B = 0,

warunek plastyczno±ci redukuje si¦ do kryterium Hubera�Misesa.

Funkcja λ(θ) powi¡zana jest z promieniem na pªaszczy¹nie dewiatorowej r(θ)

nast¦puj¡co:

λ(θ) =
1

r(θ)
. (3.44)

Ponadto zachodzi zwi¡zek:

λ = k1 cos

(
1

3
cos−1 (−k2 cos(3θ))

)
dla cos 3θ ≥ 0, (3.45)

λ = k1 cos

(
π

3
− 1

3
cos−1 (−k2 cos(3θ))

)
dla cos 3θ ≤ 0, (3.46)

gdzie k1 i k2 s¡ staªymi, przy czym k1 jest wspóªczynnikiem skali, a k2 wspóªczynnikiem

ksztaªtu krzywej b¦d¡cej ±ladem powierzchni plastycznej na pªaszczy¹nie dewiatorowej.

Funkcja przyjmuje skrajne warto±ci, zwi¡zane z poªudnikiem ±ciskanym i rozci¡ganym,

odpowiednio dla warto±ci k¡ta Lodego θ = 60◦ i θ = 0◦:

λc =
1

rc

dla θ = 60◦, (3.47)

λt =
1

rt

dla θ = 0◦. (3.48)

Kryterium Hsieha�Tinga�Chena (1982) [19]

Ogólna posta¢ powierzchni plastycznej mo»e by¢ przedstawiona w postaci funkcji:

FHTC = AJ2 +B
√
J2 + C σ1 +D I1 − 1 = 0. (3.49)
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Zauwa»my, »e w szczególnych przypadkach:

1) gdy A = B = D = 0 uzyskujemy kryterium Rankine'a tzn. maksymalnego

napr¦»enia normalnego,

2) gdy A = C = D = 0 uzyskujemy kryterium Hubera�von Misesa�Henky'ego,

3) gdy A = C = 0 uzyskujemy kryterium Druckera�Pragera.

W przeciwie«stwie do wy»ej zaprezentowanego modelu Ottosena rozpatrywany

model nie zapewnia bezwzgl¦dnie gªadko±ci powierzchni plastycznej. Mo»na uzna¢, »e

stanowi on uogólnienie i rozwini¦cie modelu Mohra�Coulomba [19] i w konsekwencji na

poªudnikach ±ciskanych mo»e pozosta¢ ostra kraw¦d¹.

Kryterium Willama�Warnkego � opis pi¦cioparametrowy (1974) [124]

Model ten w cz¦±ci pokrywa si¦ z przedstawionym wcze±niej kryterium tych sa-

mych autorów w opisie trzyparametrowym. W postaci ogólnej funkcja plastyczno±ci mo»e

by¢ przedstawiona nast¦puj¡co:

FWW5 = λ(I1, J2, J3)− 1 = 0, (3.50)

gdzie λ(I1, J2, J3) jest pewn¡ funkcj¡ wymienionych niezmienników stanu napr¦»enia, opi-

suj¡c¡ ksztaªt powierzchni plastyczno±ci analogicznie jak w równaniu (3.29), przy czym:

λ(I1, J2, J3) =

√
2

5

1

r(I1, θ)

√
J2

σC

. (3.51)

W przeciwie«stwie do modelu trzyparametrowego, gdzie przekroje powierzchni

plastycznej pªaszczyznami zawieraj¡cymi o± ci±nienia hydrostatycznego byªy dwoma póª-

prostymi o wspólnym wierzchoªku, tak w niniejszym przypadku przekroje te s¡ krzywoli-

niowe i skªadaj¡ si¦ z fragmentów dwóch parabol o wspólnym wierzchoªku. Funkcja r(I1, θ)

podobnie jak w modelu trzyparametrowym opisuje promie« ±ladu powierzchni plastycz-

nej na pªaszczy¹nie dewiatorowej i analogicznie jak w równaniu (3.30) jest zde�niowana

nast¦puj¡co:

r(I1, θ) =
u(I1, θ) + v(I1, θ)

w(I1, θ)
, (3.52)

gdzie funkcje u(I1, θ), v(I1, θ), w(I1, θ) � przedstawione ni»ej � odpowiadaj¡ tym w rów-

naniach (3.31), (3.32), (3.33):

u(I1, θ) = 2rc(I1)
(
r2

c(I1)− r2
t (I1)

)
cos(θ), (3.53)

v(I1, θ) = rc(I1) (2rt(I1)− rc(I1)) ·

·
√

4 (r2
c(I1)− r2

t (I1)) cos2(θ) + 5r2
t (I1)− 4rc(I1)rt(I1), (3.54)
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w(I1, θ) = 4
(
r2

c(I1)− r2
t (I1)

)
cos2(θ) + (rc(I1)− 2rt(I1))2 . (3.55)

Funkcje opisuj¡ce promienie: minimalny rt(I1), odpowiadaj¡cy k¡towi Lodego θ = 0◦

i maksymalny rc(I1), odpowiadaj¡cy k¡towi Lodego θ = 60◦ zde�niowane s¡ nast¦puj¡co:

rt(I1) = a0 +
I1

3σC

a1 +

(
I1

3σC

)2

a2, (3.56)

rc(I1) = b0 +
I1

3σC

b1 +

(
I1

3σC

)2

b2, (3.57)

gdzie a0, a1, a2, b0, b1, b2, σC s¡ staªymi materiaªowymi, przy czym nale»y zastrzec, »e

tylko 5 z nich jest niezale»nych, gdy» równania (3.56) i (3.57) musz¡ dodatkowo speªni¢

warunek wyst¦powania tylko jednego miejsca zerowego. Opisana sytuacja �zycznie ma

miejsce w wierzchoªku le»¡cym na osi hydrostatycznej, gdzie zniszczenie nast¦puje przez

równomierne trójosiowe rozci¡ganie. Sposoby wyznaczania staªych materiaªowych opisane

s¡ w pracy [124]. W ogólno±ci konieczne jest znalezienie 5 punktów zniszczenia, które po-

zwol¡ jednoznacznie opisa¢ 2 parabole stanowi¡ce ±lad powierzchni plastycznej dla k¡tów

Lodego θ = 0◦ i θ = 60◦. Pomi¦dzy nimi, w pªaszczyznach dewiatorowych, ma miejsce

interpolacja o eliptycznym ksztaªcie opisana wzorem (3.52).

Prawo pªyni¦cia

Pod poj¦ciem prawa pªyni¦cia rozumiany jest zwi¡zek przywoªany w równaniu

(55), opisuj¡cy sposób obliczania przyrostów odksztaªcenia w stanie plastycznym

ε̇p
ij = λ̇

∂G

∂σij
. (3.58)

Funkcja G nazywana jest potencjaªem plastycznym i sªu»y okre±leniu kierunku

przyrostu odksztaªcenia plastycznego. W szczególnym przypadku, niemniej w praktyce

cz¦sto stosowanym, funkcja ta jest to»sama z funkcj¡ plastyczno±ci G = F . Przypadek

taki nazywany jest stowarzyszonym prawem pªyni¦cia i podej±cie to dla pewnych mate-

riaªów jest uzasadnione. W ka»dym innym przypadku, gdy G 6= F , mamy do czynienia

z niestowarzyszonym prawem pªyni¦cia (patrz rys. 3.7). Z uwagi na konieczno±¢ speªnienia

postulatu Druckera [27] o stabilno±ci materiaªu funkcja ta nie mo»e by¢ w peªni dowolna,

ale na tym etapie rozwa»a« nie wprowadzamy ogranicze«.

Stosowanie funkcji potencjaªu plastycznego G reprezentowanego powierzchni¡

nierównolegª¡ do osi hydrostatycznej � przypadek taki ma miejsce gdy stosowane jest

niestowarzyszone prawo pªyni¦cia dla warunku Hubera lub Tresci oraz dla ka»dego innego

warunku plastyczno±ci gdzie k¡t dylatancji3 nie jest staªy i zawsze równy 0 � prowadzi do

3 K¡t dylatancji jest staª¡ materiaªow¡ wykorzystywan¡ w modelach z niestowarzyszonym prawem
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Rysunek 3.7: Dwuwymiarowa ilustracja warunku plastyczno±ci i prawa pªyni¦cia. Przed-
stawiono wykresy funkcji plastyczno±ci F oraz potencjaªu plastyczno±ci G okre±lonej dla
uplastycznienia w dowolnym punkcie A oznaczonym na rysunku. Kierunek przyrostu od-
ksztaªce« plastycznych dεp jest prostopadªy do G w punkcie A.

zaobserwowania zjawiska zmiany obj¦to±ci materiaªu w stanie plastycznym. Zjawisko to

nazwano dylatancj¡. Schematyczne wyja±nienie przedstawiono na rysunku 3.8.

Rysunek 3.8: Przyrost odksztaªce« plastycznych w modelu Druckera�Pragera ze stowarzy-
szonym prawem pªyni¦cia. W przypadku stowarzyszonym (dεp pozostaje prostopadªy do
powierzchni plastycznej) obserwujemy skªadow¡ równolegª¡ do osi hydrostatycznej, która
odpowiada za zmian¦ obj¦to±ci dV p.

Warunki brzegowe

Napr¦»eniowe warunki brzegowe okre±lone s¡ na caªym brzegu obszaru rdzenia

∂Ω w postaci zerowego wektora napr¦»enia:

σαβnβ = 0 na ∂Ω, (3.59)

gdzie nα oznacza jednostkowy wektor normalny do brzegu przekroju.

pªyni¦cia. W niniejszej pracy, oraz zwykle w literaturze oznaczana symbolem ψ. W funkcji potencjaªu
plastycznego G peªni analogiczn¡ rol¦ jak k¡t tarcia wewn¦trznego φ w funkcji plastyczno±ci F . Jego
wielko±¢ odpowiada za przyrost obj¦to±ci uplastycznionego materiaªu.
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Z uwagi na to, »e niewiadome jest pole przemieszczenia, dla uzyskania jedno-

znacznego rozwi¡zania konieczne jest wprowadzenie blokady przynajmniej trzech stopni

swobody poprzez kinematyczne warunki brzegowe, które wyeliminuj¡ ruch sztywny ca-

ªego przekroju. W wielu przykªadach warunek ten speªniany jest przez wykorzystanie osi

symetrii. W sytuacji gdy przekrój jest symetryczny wzgl¦dem osi, na ka»dej z nich mo»na

przedstawi¢ nast¦puj¡ce warunki symetrii:

un = 0, σT = 0 na ∂Ωsym, (3.60)

gdzie un oznacza skªadow¡ normaln¡ od osi symetrii, za± σT oznacza skªadow¡ styczn¡ do

osi symetrii.

Speªnienie powy»szych warunków na przynajmniej dwóch osiach gwarantuje wy-

eliminowanie ruchu sztywnego przekroju sªupa.

Warunki pocz¡tkowe

Warunki pocz¡tkowe stanowi¡ zerowe pole napr¦»enia i zerowe pole przemiesz-

czenia w caªym obszarze przekroju Ω.

uα = 0, σij = 0 w Ω. (3.61)

3.3. Sformuªowanie sªabe

Przedstawione zagadnienie rozwi¡zano wykorzystuj¡c równanie pracy wirtualnej

[136]. Sformuªowanie wariacyjne przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

ˆ
Ω

σ̇ij δεij(u) dΩ +

˛
S

A σ̇ δε ds = 0 ∀δu ∈ V0, (3.62)

gdzie δu oznacza wariacj¦ pola przemieszczenia Vo jest przestrzeni¡ pól kinematycznie do-

puszczalnych, które s¡ odpowiednio ci¡gªe i speªniaj¡ warunki brzegowe. Pierwszy z czªo-

nów równania odpowiada pracy siª wewn¦trznych w rdzeniu betonowym, drugi w zbroje-

niu poprzecznym, przy czym A oznacza pole przekroju zbrojenia poprzecznego, za± σ jest

warto±ci¡ panuj¡cego w nim napr¦»enia (w zbrojeniu poprzecznym modelowany jest jed-

noosiowy stan napr¦»enia). Zbrojenie podªu»ne nie jest uj¦te w modelu obliczeniowym,

a jego wpªyw zostaª uwzgl¦dniony na etapie obróbki wyników. Poszukiwane rozwi¡zanie

równania (3.62) musi speªnia¢ zwi¡zki konstytutywne:

σ̇ij = Dijkl

(
ε̇kl − ε̇p

kl − Ėkl
)
, (3.63)

gdzie:

ε̇ij =
1

2
(u̇i,j +u̇j,i ) , (3.64)
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ε̇p
ij =

{
λ̇ ∂G
∂σij

, jeżeli F (σij) = 0 oraz λ̇ ≥ 0,

0, jeżeli F (σij) < 0
, (3.65)

oraz warunki pocz¡tkowe:

ui(0) = 0, σij(0) = 0. (3.66)

Zwa»ywszy, »e w prezentowanymmodelu rol¦ obci¡»enia peªni odksztaªcenie ε33 =

−E33, w zakresie liniowej spr¦»ysto±ci równanie (3.62) mo»emy sprowadzi¢ do postaci:

ˆ
Ω

(Dαβγδ εγδ +Dαβ33 ε33) δεαβ dΩ +

˛
S

Aσ δε ds = 0, (3.67)

przy czym tensor napr¦»enia σij przedstawiono jako iloczyn tensora spr¦»y±ci Dijkl i ten-

sora odksztaªcenia εkl. Porz¡dkuj¡c powy»sze równanie otrzymujemy:

ˆ
Ω

Dαβγδ εγδ δεαβ dΩ +

˛
S

Aσ δε ds =

ˆ
Ω

Dαβ33E33 δεαβ dΩ. (3.68)



4. Rozwi¡zanie zagadnienia

Do rozwi¡zania zagadnienia ±ciskania osiowego skr¦powanego przekroju betono-

wego wykorzystano metod¦ elementów sko«czonych w uj¦ciu przemieszczeniowym, w mo-

delu dwuwymiarowym. Poni»szy rozdziaª obejmuje zwi¦zªy opis metod i narz¦dzi wyko-

rzystanych do uzyskania rozwi¡zania wcze±niej zde�niowanego problemu. W pocz¡tkowej

cz¦±ci przedstawiono matematyczne podstawy zastosowanych algorytmów, nast¦pnie opis

zastosowanych elementów sko«czonych. W dalszej cz¦±ci omówiono wykorzystane w pracy

sposoby ustalania staªych materiaªowych. Zako«czenie rozdziaªu stanowi punkt po±wi¦-

cony przedstawieniu oprogramowania, które wykorzystano do przygotowania przykªadów

obliczeniowych zamieszczonych w dalszej cz¦±ci dysertacji.

4.1. Dyskretyzacja zagadnienia

W celu wyznaczenia pól przemieszcze« i napr¦»e« w zadaniu sformuªowanym

w poprzednim rozdziale wykorzystano przemieszczeniowe uj¦cie metody elementów sko«-

czonych, gdzie rol¦ gªównych niewiadomych odgrywaj¡ przemieszczenia w¦zªów. Zagadnie-

nie pocz¡tkowo�brzegowe sformuªowane w punkcie 3.3 nale»y zdyskretyzowa¢ wzgl¦dem

czasu i przestrzeni.

Dyskretyzacja wzgl¦dem przestrzeni sprowadza si¦ do podziaªu obszaru zadania

na sko«czon¡ liczb¦ elementów, na których pole przemieszcze« wyra»one jest za pomoc¡

funkcji bazowych (ksztaªtu) oraz warto±ci przemieszcze« w¦zªowych. Po dokonaniu dyskre-

tyzacji obszaru i zastosowaniu interpolacji elementami sko«czonymi pola przemieszcze«,

równanie pracy wirtualnej (3.62) mo»na przedstawi¢ nast¦puj¡co:

ˆ
Ω

BTσ dΩ +

˛
S

A B̄Tσ̄ ds =

ˆ
Ω

BTσ0 dΩ, (4.1)

gdzie:

B jest macierz¡ zale»no±ci odksztaªcenie przemieszczenie (macierz¡ pochodnych funkcji

ksztaªtu) elementów powierzchniowych,

B̄ jest macierz¡ zale»no±ci odksztaªcenie przemieszczenie (macierz¡ pochodnych funkcji

ksztaªtu) elementów pr¦towych,

σ jest wektorem napr¦»enia elementów powierzchniowych, σ =


σ11

σ22

σ12

.
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σ̄ jest macierz¡ jednoelementow¡ napr¦»enia elementów pr¦towych, σ̄ = {σ}.
σ0 jest wektorem napr¦»enia wywoªanego wymuszonym odksztaªceniem.

Wiedz¡c, »e w ogólno±ci σ = D ε, gdzie D oznacza macierz spr¦»ysto±ci (lub

ogólniej macierz spr¦»ysto�plastyczn¡) oraz wykorzystuj¡c relacj¦ ε = B u, gdzie przez u

rozumiemy wektor przemieszcze« w¦zªowych, za± przez ε0 wektor wymuszonych odksztaª-

ce«, otrzymamy w rezultacie:

ˆ
Ω

BTD B u dΩ +

˛
S

A B̄TD̄ B̄ u ds = −
ˆ

Ω

BTD ε0 dΩ (4.2)

Dyskretyzacja wzgl¦dem czasu w zagadnieniu quasi-statycznym, z jakim mamy

do czynienia w rozwa»anym zadaniu, prowadzi do zastosowania metody przyrostowej.

Rozwa»a si¦ chwile czasu 0 < t1, ... , tn, ... , tN = T . Ka»dej z chwil odpowiada kolejny

przyrost obci¡»enia. Zakªada si¦ przy tym, »e pochodna wzgl¦dem czasu jest przybli»ona

przez iloraz ró»nicowy:

u̇(tn) ≈ ∆un

∆tn
=

un − un−1

tn − tn−1

. (4.3)

Analogicznie do przyrostów przemieszcze« okre±lane s¡ przyrosty napr¦»e«. Na-

st¦pnie w ka»dej chwili czasu wyznaczane jest rozwi¡zanie równania (4.2) (u1,σ1), (u2,σ2),

... , (un,σn), ... , (uN ,σN). Przy czym punkt wyj±cia (wst¦pne napr¦»enia i odksztaªcenia)

ustalone s¡ na podstawie rozwi¡zania poprzednich kroków, tzn. un = un−1 + ∆un przy

u0 = 0 i analogicznie w przypadku napr¦»e«. Rozwi¡zanie zadania równowagi w ka»dej

z chwil odbywa si¦ metod¡ iteracyjn¡.

4.2. Metoda przyrostowo�iteracyjna

Ukªad równa« okre±lony równaniem macierzowym (4.2) jest nieliniowy i do jego

rozwi¡zania wykorzystywana jest metoda przyrostowo�iteracyjna wedªug algorytmu przed-

stawionego w monogra�i Wi¦ckowskiego [123]. W poprzednim podpunkcie wyja±niono

podziaª obci¡»enia na przyrosty. Poszczególne kroki obci¡»enia nie musz¡ by¢ jednakowe

lecz ich suma równa jest caªkowitemu obci¡»eniu. Schemat iteracji w ka»dym kolejnym

n-tym przyro±cie obci¡»enia jest nast¦puj¡cy:

1. Przyj¦cie pocz¡tkowych warto±ci przyrostów przemieszcze« i napr¦»e« w punktach

caªkowania numerycznego

∆un(0) = 0, ∆σn(0) = 0.

2. Obliczenie przybli»enia i-tej iteracji. Najpierw zast¡pienie numeru poprzedniej iteracji

aktualn¡ i := i+ 1 (w pierwszym kroku i = 1). Nast¦pnie wykonywane jest obliczenie
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przybli»enia przyrostu ∆un (i) przez rozwi¡zanie zagadnienia liniowego

ˆ
Ω

BT D B
(
∆un (i) −∆un (i−1)

)
dΩ +

˛
S

A B̄T D̄ B̄
(
∆un (i) −∆un (i−1)

)
ds =

= −
ˆ

Ω

BT D ∆εn (i−1) dΩ.

Globalny ukªad równa« nieliniowych rozwi¡zywany jest w programie FENAP z wyko-

rzystaniem zmody�kowanej metody Newtona�Raphsona o staªej macierzy sztywno±ci

ukªadu. W stosunku do metody niezmody�kowanej wymaga ona zwykle wykonania

wi¦kszej liczby iteracji dla uzyskania zakªadanej dokªadno±ci rozwi¡zania, ale oszcz¦-

dza czas, który w podstawowej wersji metody potrzebny jest na aktualizacj¦ macierzy

sztywno±ci w kolejnych iteracjach.

3. Sprawdzenie warunku plastyczno±ci w punktach caªkowania numerycznego. W punk-

tach, w których stwierdzone jest uplastycznienie wykonywane jest obliczanie iteracyjne

napr¦»e« plastycznych i mno»nika plastycznego, oraz obliczenie przyrostu odksztaªce«

plastycznych. Szczegóªy tego procesu opisano w kolejnym punkcie rozdziaªu.

4. Sprawdzenie dokªadno±ci rozwi¡zania. Je»eli warunek nie jest speªniony powrót do

punktu 2., je±li jest � nast¦puje przej±cie do kolejnej chwili czasu (nast¦pnego przyrostu

obci¡»enia).

4.3. Aktualizacja stanu napr¦»enia

Do obliczenia skªadowych tensorów napr¦»enia i odksztaªcenia w stanie po upla-

stycznieniu materiaªu wykorzystywane jest podej±cie niejawne i algorytm return mapping

opisany w ksi¡»ce Zienkiewicza [136]. W pierwszej kolejno±ci, dla n-tego kroku obci¡-

»enia, obliczane jest tzw. rozwi¡zanie próbne (spr¦»yste) σTR
n+1 = D (εn+1 − εp

n), gdzie

tensor spr¦»ysto±ci D jest staªy. Ten krok pozwala sprawdzi¢ czy na danym poziomie ob-

ci¡»enia dochodzi do uplastycznienia przekroju, tzn. F (σTR) > 0. Nast¦pnie przyjmuj¡c,

»e σ̇∆t = ∆σ oraz ε̇∆t = ∆ε przyrost tensora napr¦»enia w n-tym kroku obci¡»enia

opisany b¦dzie równaniem:

∆σn+1 = D (∆εn+1 −∆εp
n − E) , (4.4)

gdzie indeksem górnym p oznaczono tensor odksztaªce« plastycznych, który z kolei na

podstawie zwi¡zków �zycznych mo»na wyrazi¢:

∆εp
n = ∆λ

[
(1− θ) ∂G

∂σ
|n +θ

∂G

∂σ
|n+1

]
, (4.5)

przy czym parametr θ ∈ 〈0, 1〉 lecz poszukuj¡c rozwi¡zania wstecz, w obliczeniach jest

zastosowana warto±¢ θ = 1. Dodatkowo nale»y zauwa»y¢, »e rozwi¡zanie w nast¦pnym
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kroku obci¡»enia powinno speªnia¢ warunek plastyczno±ci, co oznacza, »e:

Fn+1 = 0. (4.6)

Nast¦pnie mo»na zapisa¢ równania rezyduów w i-tej iteracji:

Ri
σ = ∆εn −D−1∆σin −∆λ

∂G

∂σ
|in+1, (4.7)

ri = −F i
n+1. (4.8)

Ukªad równa«, który podlega¢ b¦dzie rozwi¡zaniu mo»na za [136] ostatecznie

przedstawi¢ w postaci:[
D−1 + ∆λ∂

2G
∂σ2

∂G
∂σ(

∂F
∂σ

)T
0

]i
n+1

{
dσi

dλi

}
=

{
Ri
σ

ri

}
. (4.9)

Wówczas do rozwi¡zania mo»emy doj±¢ stosuj¡c metod¦ iteracyjn¡ Newtona�

Raphsona, d¡»¡c do zerowania warto±ci rezyduów. Ostatecznie wyznaczony przyrost wiel-

ko±ci na danym stopniu obci¡»enia jest sum¡ wyników na poszczególnych krokach iteracji:

∆λi =
i∑

j=0

dλj. (4.10)

Mo»na w tym miejscu zaznaczy¢, »e w przypadku rozwa»ania przyrostów pracy

odksztaªcenia plastycznego Ẇ p przyrost mno»nika plastycznego λ̇ jest w pewnym sensie

miar¡ tej pracy i mo»e przyjmowa¢ wyª¡cznie warto±ci nieujemne:

Ẇ p = σij ε̇
p
ij = λ̇ σij

∂G

∂σij
> 0. (4.11)

Je»eli funkcja potencjaªu plastycznego G pozostaje wypukªa, wówczas iloczyn

skalarny σij ∂G
∂σij

pozostaje nieujemny. Zarazem speªniony b¦dzie postulat Druckera.

4.4. Opis stosowanych elementów sko«czonych

Elementy wykorzystane w pracy opracowano w oparciu o metody zaproponowane

przez O. Zienkiewicza w ksi¡»ce [136].

Element pr¦towy 2-w¦zªowy

Ten jednowymiarowy element wykorzystano do modelowania zbrojenia poprzecz-

nego w tych przykªadach, gdzie do modelowania continuum rdzenia betonowego u»yto

elementów trójk¡tnych klasy C0 z liniowymi funkcjami ksztaªtu. Jest to klasyczny ele-
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ment kratownicowy o 2 w¦zªach, po 2 stopnie swobody w ka»dym, które odpowiadaj¡

skªadowym wektora przemieszczenia tych w¦zªów na pªaszczy¹nie (rys. 4.1). W elemencie

obliczana jest jedna wielko±¢ statyczna � napr¦»enie normalne w przekroju poprzecznym

pr¦ta.

Rysunek 4.1: Element pr¦towy dwuw¦zªowy.

Rysunek 4.2: Element pr¦towy dwuw¦zªowy znormalizowany, wspóªrz¦dne naturalne.

Funkcje ksztaªtu

Na rysunku 4.2 przedstawiono omawiany element we wspóªrz¦dnych lokalnych.

Funkcje ksztaªtu mo»emy uzyska¢ wykorzystuj¡c wielomiany Lagrange'a:

Lni =
(ξ − ξ1)(ξ − ξ2) . . . (ξ − ξi−1)(ξ − ξi+1) . . . (ξ − ξn−1)(ξ − ξn)

(ξi − ξ1) . . . (ξi − ξi−1)(ξi − ξi+1) . . . (ξi − ξn)
, (4.12)

gdzie:
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n � stopie« wielomianu Lagrange'a, który jest o 1 ni»szy ni» liczba w¦zªów elementu

i � numer w¦zªa, dla którego budowana jest funkcja ksztaªtu.

W omawianym przypadku przyjmowa¢ nale»y warto±ci n = 1 oraz i = 1, 2.

Prowadzi to do rezultatu:

N1 = L1
1 =

1

2
(1− ξ), (4.13)

N2 = L1
2 =

1

2
(1 + ξ). (4.14)

Macierze funkcji ksztaªtu i ich pochodnych

Funkcje ksztaªtu wyra»ono we wspóªrz¦dnych lokalnych, za± buduj¡c macierz

sztywno±ci konieczne b¦dzie posªugiwanie si¦ wspóªrz¦dnymi globalnymi, potrzeba zatem

wykona¢ kilka dodatkowych kroków, które pozwol¡ na przedstawienie macierzy B w po-

»¡danej postaci. Na rys. 4.1 pokazano wspóªrz¦dn¡ ªukow¡ dla pr¦ta s oraz prostopadª¡

do niej n, a tak»e oznaczono k¡t α pomi¦dzy kierunkiem osi x i s. Dodatkowo zde�niujmy

przemieszczenie wzdªu» osi pr¦ta (wzdªu» wspóªrz¦dnej s) jako us, które jest równe:

us = u cos(α) + v sin(α). (4.15)

Z kolei przemieszczenia u i v na na dªugo±ci elementu s¡ uzale»nione od prze-

mieszczenia w¦zªów i funkcji ksztaªtu:

{
u

v

}
=

[
N1 0 N2 0

0 N1 0 N2

]
u1

v1

u2

v2

 ≡ N u ≡ [N(ξ)] u. (4.16)

Przez wektor u rozumiemy wektor przemieszcze« w¦zªowych, tak jak przedsta-

wiono go powy»ej. W analizowanym elemencie odksztaªcenia ograniczaj¡ si¦ do podªu»-

nego wydªu»enia/skrócenia, które mo»emy wyrazi¢ wprost:

ε =
dus
ds

=
dus
dξ

dξ

ds
. (4.17)

Podstawiaj¡c równania (4.15) i (4.16) do (4.17) uzyskamy:

ε =
dξ

ds

d

dξ

([
cos(α) sin(α)

]
[N(ξ)] u

)
. (4.18)

Zarówno wektor
[

cos(α) sin(α)
]
jak i u nie s¡ funkcjami ξ, ponadto pami¦taj¡c

o zwi¡zku ε = B u mo»emy zapisa¢:
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B =
dξ

ds

[
cos(α) sin(α)

] d [N(ξ)]

dξ
. (4.19)

Wykorzystuj¡c rysunek 4.1 mo»emy zapisa¢ relacje, które pozwol¡ ustali¢ warto±¢

pochodnej dξ
ds
. Otó» zauwa»my, »e ds stanowi przeciwprostok¡tn¡ w trójk¡cie, którego

pozostaªe boki to dx i dy zatem prowadzi to do równania:

B =
1√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

[
− cos(α) − sin(α) cos(α) sin(α)

] d [N(ξ)]

dξ
, (4.20)

gdzie:

cos(α) =
(x2 − x1)√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2
,

sin(α) =
(y2 − y1)√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2
.

.

Punkty caªkowania (punkty Gaussa)

Skªadowe stanu napr¦»enia obliczane s¡ w elemencie w jednym punkcie Gaussa,

który le»y w ±rodku elementu.

Element pr¦towy 3-w¦zªowy

Omawiany element pr¦towy (rys. 4.3) zostaª dodany do programu FENAP, by

mo»na byªo do elementu trójk¡tnego 6-w¦zªowego klasy C0 dobra¢ element pr¦towy sªu-

»¡cy do modelowania pr¦tów zbrojenia poprzecznego, który b¦dzie zachowywaª zgodno±¢

przemieszcze« z kraw¦dziami przylegªych elementów trójk¡tnych oraz b¦dzie miaª zgodne

z nimi stopnie swobody w w¦zªach. Element ten jest trójw¦zªowym , krzywoliniowym

pr¦tem o kwadratowych funkcjach ksztaªtu, który ma sztywno±¢ jedynie wzdªu» swojej

osi i przenosi jedynie napr¦»enia normalne w tym kierunku.

Funkcje ksztaªtu

Zostaªy one zbudowane analogicznie jak to pokazano w poprzednim przypadku.

Wspóªrz¦dn¡ lokaln¡ ξ przedstawiono na rysunku 4.4.

N1 = −1

2
ξ (1− ξ) , (4.21)

N2 = (1− ξ) (1 + ξ) , (4.22)
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Rysunek 4.3: Element pr¦towy trójw¦zªowy.

Rysunek 4.4: Element pr¦towy trójw¦zªowy znormalizowany, wspóªrz¦dne lokalne.

N3 =
1

2
ξ (1 + ξ) . (4.23)

Macierz pochodnych funkcji ksztaªtu

Wyprowadzenie macierzy pochodnych mo»na przeprowadzi¢ analogicznie, z t¡

ró»nic¡, »e funkcje cos(α) i sin(α) s¡ dodatkowo zale»ne od wspóªrz¦dnej ξ. Ponadto,

w porównaniu z pr¦tem 2-w¦zªowym, inne s¡ rozmiary macierzy i wektorów wyst¦puj¡cych

w równaniach, oraz wprowadzone funkcje ksztaªtu. Pami¦taj¡c o tym uzyskujemy:

B =
dξ

ds

(
d

dξ

[
cos(α) sin(α)

]
[N(ξ)] +

[
cos(α) sin(α)

] d

dξ
[N(ξ)]

)
. (4.24)

Tym razem konieczne jest bardziej ogólne zde�niowanie funkcji k¡ta, przy okazji
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wprowad¹my oznaczenia, które pozwol¡ w zwarty sposób przedstawi¢ ko«cowe

wyra»enia:

cos(α) =
dξ

ds

dx

dξ
=

d
dξ
x(ξ)√

( d
dξ
x(ξ))2 + ( d

dξ
y(ξ))2

=

=
dξ

ds

(∑ dNi(ξ)

dξ
xi

)
≡ c, (4.25)

sin(α) =
dξ

ds

dy

dξ
=

d
dξ
y(ξ)√

( d
dξ
x(ξ))2 + ( d

dξ
y(ξ))2

=

=
dξ

ds

(∑ dNi(ξ)

dξ
yi

)
≡ s. (4.26)

Za± pochodne funkcji wzgl¦dem ξ :

d

dξ
cos(α) =

dξ

ds

d2x

dξ2
=

d
dξ
y(ξ)

(
− d

dξ
x(ξ) d2

dξ2
y(ξ) + d2

dξ2
x(ξ) d

dξ
y(ξ)

)
((

d
dξ
x(ξ)

)2

+
(

d
dξ
x(ξ)

)2
)3/2

=

=
dξ

ds

(∑ dN2
i (ξ)

dξ2
xi

)
≡ c,ξ, (4.27)

d

dξ
sin(α) =

dξ

ds

d2y

dξ2
= −

d
dξ
x(ξ)

(
− d

dξ
x(ξ) d2

dξ2
y(ξ) + d2

dξ2
x(ξ) d

dξ
y(ξ)

)
((

d
dξ
x(ξ)

)2

+
(

d
dξ
x(ξ)

)2
)3/2

=

=
dξ

ds

(∑ dN2
i (ξ)

dξ2
yi

)
≡ s,ξ. (4.28)

Przy wery�kacji elementu stwierdzono, »e czªon d
dξ

[
cos(α) sin(α)

]
[N(ξ)] szybko

maleje przy zag¦szczaniu siatki elementów i wpªyw na wynik skªadników zawieraj¡cych

ten czªon jest pomijalnie maªy, wi¦c ostatecznie zostaªy one usuni¦te pozwalaj¡c upro±ci¢

wyrazy macierzy B do ko«cowej postaci:

B =
dξ

ds

[
cN1,ξ sN1,ξ cN2,ξ sN2,ξ cN3,ξ sN3,ξ

]
(4.29)
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Pochodn¡ dξ
ds

mo»na wyznacza¢ wprost i przyjmuje ona warto±¢: dξ
ds

= 1√
(dx

dξ )
2
+(dy

dξ )
2
.

Punkty caªkowania

W elemencie zastosowana jest procedura caªkowania numerycznego Gaussa z 3 punk-

tami caªkowania. Punkty te maj¡ nast¦puj¡ce wspóªrz¦dne lokalne i wagi:

ξG1 = 0,774596669241483; w1 =
5

9
, (4.30)

ξG2 = 0; w2 =
8

9
, (4.31)

ξG3 = −ξG1; w3 =
5

9
. (4.32)

Zbie»no±¢ elementu

Dla omawianego elementu przeprowadzono testy maj¡ce sprawdzi¢ poprawno±¢

implementacji oraz wykaza¢ zbie»no±¢ i poprawno±¢ rozwi¡zania. Sprawdzono warto±¢

caªkowitej energii odksztaªcenia i jej zmiany wraz ze zmian¡ g¦sto±ci podziaªu na elementy,

a tak»e warto±ci siª normalnych w punktach caªkowania numerycznego.

Zadanie testowe dotyczyªo rozci¡gania ªuku koªowego o dªugo±ci k¡towej π i pro-

mieniu r = 1, który byª unieruchomiony na jednym ko«cu, podparty we wszystkich pozo-

staªych w¦zªach przesuwnie, z zablokowanym kierunkiem promieniowym oraz obci¡»ony

na drugim ko«cu siª¡ styczn¡ do ªuku o warto±ci P = 10 (patrz rys.4.5). Staªe materiaªowe,

które wprowadzono do modelu to moduª Younga E = 2 oraz pole przekroju poprzecznego

A = 3. Przyj¦cie ró»nych warto±ci danych ma na celu uzyskanie bardziej przejrzystej in-

terpretacji wyników testu. Do elementów nie przypisano masy, siª masowych, ani obci¡»e«

innych ni» wymienione. Na podstawie dokªadnego rozwi¡zania analitycznego oczekiwan¡

warto±ci¡ siªy normalnej w ka»dym punkcie ªuku jest F = 10, za± oczekiwana warto±¢

caªkowitej energii odksztaªcenia wynosi Ep =
´

P 2

EA2dV = P 2πr
EA

= 50
3
π ≈ 52,3599. Za-

stosowano podziaªy na 1, 2, 4, 8 i 16 elementów. Element z parabolicznymi funkcjami

ksztaªtu nie pozwala na uzyskanie ±cisªego rozwi¡zania takiego zadania, wi¦c spodziewano

si¦ poprawy dokªadno±ci rozwi¡zania wraz ze wzrostem liczby zastosowanych elementów.

Uzyskano nast¦puj¡ce wyniki:
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Rysunek 4.5: Geometria zadania testowego. Przedstawiono 5 kolejnych podziaªów na ele-
menty.

Rysunek 4.6: Zbie»no±¢ energii odksztaªcenia wraz ze wzrostem g¦sto±ci podziaªu na ele-
menty.
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Rysunek 4.7: Warto±ci siªy normalnej obliczone przy ró»nych podziaªach na elementy.

Podsumowuj¡c mo»na zauwa»y¢, »e element wykazuje zadowalaj¡c¡ zbie»no±¢ do

rozwi¡zania dokªadnego. Przy aproksymacji 1 elementem bª¡d energii wynosi ∆Ep ≈
5,2 %, przy podziale na 2 elementy spada do okoªo 2,3 %, a przy podziale na 4 ele-

menty ju» zauwa»alnie poni»ej 1 % do warto±ci niespeªna 0,22 %. Kolejno 8 elementów

∆Ep ≈ 0,015 %, za± 16 ∆Ep ≈ 10−5. Wi¦ksze ró»nice ni» w przypadku caªkowitej energii

odksztaªcenia widoczne s¡ przy analizowaniu siªy w punktach caªkowania numerycznego.

Mo»na zauwa»y¢ oscylacje warto±ci wokóª rozwi¡zania dokªadnego, tzn. w centralnych

punktach Gaussa w ka»dym z elementów warto±ci siª s¡ zani»one, za± na zewn¦trznych

� zawy»one. Tu maksymalny bª¡d przy aproksymacji 1 elementem na jednym z punk-

tów ró»nica osi¡gn¦ªa 100 %. Dalej szybko spadaªa by na kolejnych podziaªach uzyskiwa¢

maksymalnie odpowiednio 23 % dla 2 elementów, 5,4 % dla 4 elementów, 1,3 % dla 8 ele-

mentów i 0,3 % dla 16 elementów. Mo»na zatem zauwa»y¢, »e wraz ze wzrostem liczby

podziaªów na elementy zarówno caªkowita energia odksztaªcenia jak i warto±ci siªy nor-

malnej w punktach caªkowania zbli»aj¡ si¦ do warto±ci dokªadnych. Wynik testu uznano

za pozytywny i wª¡czono prezentowany element do programu. Ponadto nale»y nadmieni¢,

»e w dalszej cz¦±ci prowadzonych bada« elementy tego typu nie wykazywaªy anomalii przy

rozwi¡zywaniu ró»nych zada«.

Element trójk¡tny 3-w¦zªowy

Wybór elementów trójk¡tnych do dyskretyzacji obszaru rdzenia betonowego jest

podyktowany ich niew¡tpliw¡ wy»szo±ci¡ nad elementami czworok¡tnymi. Po pierwsze

siatka trójk¡tna pozwala ªatwiej uzyska¢ po»¡dane ksztaªty obszarów. Przy tym, podob-

nie jak elementy czworok¡tne, nie stwarza trudno±ci dobranie dla poszczególnych grup

elementów trójk¡tnych, elementów pr¦towych o zgodnych stopniach swobody w w¦zªach

i zgodnych przemieszczeniach na brzegach. Najprostszym spo±ród rozwa»anych byª zatem
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element trójk¡tny klasy C0 (rys.4.8). Element ten ma 3 w¦zªy po 2 stopnie swobody ka»dy

� odpowiadaj¡ce przemieszczeniom w pªaszczy¹nie elementu � ª¡cznie 6 stopni swobody

oraz liniowe funkcje ksztaªtu. Element gwarantuje ci¡gªo±¢ przemieszcze« na poª¡czeniach

z s¡siednimi.

Rysunek 4.8: Element trójk¡tny o 3 w¦zªach klasy C0.

Funkcje ksztaªtu

W ka»dym z w¦zªów elementu s¡ one okre±lone

Ni =
xj yk − xk yj + (yj − yk)x+ (xk − xj) y
xj yk + xi yj + xk yi − xj yi − xk yj − xi yk

, (4.33)

gdzie i, j, k = 1, 2, 3, za± xi, yi � wspóªrz¦dne i-tego w¦zªa elementu.

Dodatkowo mo»na zauwa»y¢, »e mianownik funkcji odpowiada podwojonemu

polu powierzchni elementu trójk¡tnego A4, za± caªy wyra»ony w równaniu (4.33) stosunek

odpowiada wspóªrz¦dnej powierzchniowej � oznaczmy j¡ przez Li � dowolnego punktu

o wspóªrz¦dnych (x, y). Na rysunku (4.9) przedstawiono omawiany element w postaci

znormalizowanej z naniesieniem dowolnego punktu P. Wspóªrz¦dne powierzchniowe tego

punktu wynosz¡ odpowiednio:

Li =
Ai
A4

, (4.34)

wi¦c zachodzi zwi¡zek:

L1 + L2 + L3 = 1. (4.35)
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Pozwala to powi¡za¢ wspóªrz¦dne powierzchniowe ze wspóªrz¦dnymi lokalnymi ξ i η, i ªa-

two wyrazi¢ funkcje przy ich u»yciu:

N1 = ξ, (4.36)

N2 = η,

N3 = 1− ξ − η.

Rysunek 4.9: Znormalizowany element trójk¡tny trzyw¦zªowy klasy C0 z oznaczeniem
trójk¡tów sªu»¡cych de�nicji wspóªrz¦dnych powierzchniowych dowolnego punktu P.

Macierz pochodnych funkcji ksztaªtu

Wyj±ciowo macierz pochodnych zde�niowana jest nast¦puj¡co:

B =


∂N1

∂x
0 ∂N2

∂x
0 ∂N3

∂x
0

0 ∂N1

∂y
0 ∂N2

∂y
0 ∂N3

∂y
∂N1

∂y
∂N1

∂x
∂N2

∂y
∂N2

∂x
∂N3

∂y
∂N3

∂x

 . (4.37)

Po uproszczeniu i wyª¡czeniu wspólnego dzielnika macierz t¦ mo»na przedstawi¢ w postaci:

B =
1

2A4

 y2 − y3 0 y3 − y1 0 y1 − y2 0

0 x3 − x2 0 x1 − x3 0 x2 − x1

x3 − x2 y2 − y3 x1 − x3 y3 − y1 x2 − x1 y1 − y2

 . (4.38)

Fakt, »e macierz B nie zale»y od wspóªrz¦dnych dowolnego punktu wewn¡trz elementu

jest równowa»ny z tym, »e odksztaªcenia obliczane w takim elemencie maj¡ staª¡ warto±¢

na caªym jego obszarze.

70



Punkty caªkowania (punkty Hammera)

Element ma jeden punkt caªkowania numerycznego, w którym obliczane s¡ skªa-

dowe stanu napr¦»enia. Punkt ten le»y w ±rodku ci¦»ko±ci elementu.

Element trójk¡tny 6-w¦zªowy

Omawiany element trójk¡tny klasy C0 ma 6 w¦zªów po 2 stopnie swobody, ª¡cznie

12 stopni swobody, oraz kwadratowe funkcje ksztaªtu. Element umo»liwia modelowanie

obszarów o kraw¦dziach krzywoliniowych. Podczas testów pozwalaª uzyska¢ zbli»on¡ do-

kªadno±¢ przy kilkukrotnie rzadszej siatce ni» element 3-w¦zªowy. Najistotniejsze ró»nice

s¡ przy tym zauwa»alne na zaokr¡glonych naro»ach strzemion, które nie wymagaªy powa»-

niejszego zag¦szczenia w przeciwie«stwie do wcze±niej opisanego elementu trójw¦zªowego.

Rysunek 4.10: Element trójk¡tny 6-cio w¦zªowy.

Funkcje ksztaªtu

Okre±lone we wspóªrz¦dnych kartezja«skich przyjmuj¡ posta¢ jak podano poni»ej. W w¦-

zªach naro»nych:

Ni =

(
2
xj yk − xk yj + (yj − yk)x+ (xk − xj) y
xj yk + xi yj + xk yi − xj yi − xk yj − xi yk

− 1

)
·

· xj yk − xk yj + (yj − yk)x+ (xk − xj) y
xj yk + xi yj + xk yi − xj yi − xk yj − xi yk

, (4.39)

w w¦zªach na ±rodkach boków:
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Nl = 4
[xj yk − xk yj + (yj − yk)x+ (xk − xj) y] [xi yj − xj yi + (yi − yj)x+ (xj − xi) y]

(xj yk + xi yj + xk yi − xj yi − xk yj − xi yk)2 ,

(4.40)

gdzie:

i, j, k = 1, 3, 5 � kolejne w¦zªy i funkcje ksztaªtu,

l, m, n = 2, 4, 6 � kolejne w¦zªy i funkcje ksztaªtu,

xi, yi � wspóªrz¦dne i-tego w¦zªa elementu.

Przy zastosowaniu takich samych oznacze« w¦zªów funkcje ksztaªtu okre±lone we wspóª-

rz¦dnych powierzchniowych przyjmuj¡ poni»sze postacie:

w¦zªy naro»ne:

Ni = Li (2Li − 1) , (4.41)

w¦zªy na ±rodkach boków:

Nl = 4Ll−1 Ll+1. (4.42)

Rysunek 4.11: Znormalizowany element trójk¡tny sze±ciow¦zªowy klasy C0.

Po znormalizowaniu elementu (rys. (4.11)) funkcje ksztaªtu we wspóªrz¦dnych

lokalnych mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co:
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N1 = ξ (2ξ − 1) , (4.43)

N2 = 4ξ η,

N3 = η (2η − 1) ,

N4 = 4η (1− ξ − η) ,

N5 = (1− ξ − η) (1− 2ξ − 2η) ,

N6 = 4ξ (1− ξ − η) .

Macierz pochodnych funkcji ksztaªtu

Macierz B jest zde�niowana nast¦puj¡co:

B =


∂N1

∂x
0 ∂N2

∂x
0 ∂N3

∂x
0 ∂N4

∂x
0 ∂N5

∂x
0 ∂N6

∂x
0

0 ∂N1

∂y
0 ∂N2

∂y
0 ∂N3

∂y
0 ∂N4

∂y
0 ∂N5

∂y
0 ∂N6

∂y
∂N1

∂y
∂N1

∂x
∂N2

∂y
∂N2

∂x
∂N3

∂y
∂N3

∂x
∂N4

∂y
∂N4

∂x
∂N5

∂y
∂N5

∂x
∂N6

∂y
∂N6

∂x

 . (4.44)

Punkty caªkowania (punkty Hammera)

W elementach tego typu zastosowano 3 punkty caªkowania numerycznego. Punkty

te zlokalizowane s¡ w 1
3
dªugo±ci ±rodkowych trójk¡ta, bli»ej wierzchoªka. Ka»dy ma przy-

pisan¡ jednakow¡ wag¦ równ¡ wi = 1
3
.

4.5. Dane materiaªowe

Moduª Younga i staªa Poissona

Wszystkie z wykorzystanych materiaªów opisane s¡ modelem liniowo�spr¦»ystym

�idealnie�plastycznym i w pocz¡tkowej fazie obci¡»ania zachowuj¡ si¦ zgodnie z prawem

Hooka. W przypadku pr¦towych elementów stalowych wymagaªy one okre±lenia moduªu

Younga Es za± dla continuum modeluj¡cego beton moduªu spr¦»ysto±ci Ec i staªej Po-

issona νc. Nale»y zauwa»y¢, »e przeprowadzone wst¦pnie symulacje oraz do±wiadczenia

innych badaczy wskazuj¡ na drugorz¦dne znaczenie powy»szych parametrów dla ko«co-

wych wyników. Wpªyw parametrów betonu i stali opisano krótko w dodatku A.4.

Moduª spr¦»ysto±ci betonu zale»y od zastosowanego kruszywa oraz matrycy ce-

mentowej, niemniej w pewnym uogólnieniu mo»na stwierdzi¢, i» jest zwi¡zany z jego

wytrzymaªo±ci¡. W pracy wykorzystano zwi¡zki mi¦dzy wytrzymaªo±ci¡ na ±ciskanie �

jako parametrem gªównym parametrem okre±laj¡cym materiaª � a moduªem Younga.
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American Concrete Institute proponuje nast¦puj¡ce zwi¡zki [1] :

Ec = ρ1,50
c × 0,043

√
fc, (4.45)

gdzie ρc jest g¦sto±ci¡ wyra»on¡ w kg/m3 za± fc wytrzymaªo±ci¡ betonu na ±ciskanie

wyra»on¡ w MPa. Uzyskana jest w ten sposób warto±¢ liczbowa moduªu spr¦»ysto±ci

w MPa. Alternatywnie:

Ec = 4700
√
fc, (4.46)

dla betonów na kruszywie zwykªym, czyli w sytuacji gdy warto±¢ ρc mie±ci si¦ w przedziale

od 1440 do 2560 kg/m3. Obowi¡zuj¡ca w wi¦kszo±ci krajów europejskich norma [33] zaleca

sposób okre±lania przybli»onej warto±ci moduªu Younga wedªug nast¦puj¡cej reguªy:

Ec = 22 (0,1fc)
0,3 , (4.47)

gdzie wytrzymaªo±¢ na ±ciskanie fc jest wyra»ona w MPa, a uzyskany wynik w GPa,

przy czym zastrzega, »e warto±ci tak obliczone s¡ wªa±ciwe dla betonów na kruszywie

kwarcytowym. Dodatkowo powy»sza norma zaleca wprowadzenie korekt w przypadku

u»ycia innego kruszywa. Wspóªczynnik korekcyjny przyjmuje nast¦puj¡ce warto±ci:

1. dla lekkich betonów kruszywowych wynik nale»y pomno»y¢ przez wspóªczyn-

nik ηE = (ρc/2200)2, gdzie g¦sto±¢ ρc jest wyra»ona w kg/m3, sam wspóªczynnik jest

bezwymiarowy,

2. dla kruszyw wapiennych warto±¢ obliczon¡ wedªug (4.47) pomniejszy¢ o 10 %,

3. dla kruszyw piaskowych warto±¢ obliczon¡ wedªug (4.47) pomniejszy¢ o 30 %,

4. dla kruszyw bazaltowych warto±¢ obliczon¡ wedªug (4.47) powi¦kszy¢ o 20 %.

Ró»nice wyników pomi¦dzy obiema metodami dla betonów zwykªych nie przekra-

czaj¡ kilku procent. Przy przygotowaniu dalej prezentowanych przykªadów obliczeniowych

najcz¦±ciej stosowano drug¡ z wymienionych formuª czyli (4.47).

Staªa Poissona νc dla betonu w modelu obliczeniowym zostaªa uj¦ta jako staªa

materiaªowa o niezmiennej warto±ci w caªym zakresie spr¦»ystym. Opieraj¡c si¦ na ksi¡»ce

Brooksa z 2014 [17] mo»na stwierdzi¢, »e w zakresie wyt¦»enia materiaªu do okoªo 40 %

no±no±ci zaªo»enie to jest niemal ±ci±le speªnione, a jej warto±¢ mie±ci si¦ w przedziale

νc = 0,15− 0,20. Dalej, wraz z obci¡»aniem osiowym próbek, dochodzi do propagacji rys

podªu»nych i obserwacji odksztaªce« poprzecznych wi¦kszych ni» we wcze±niejszym zakre-

sie, co nale»y interpretowa¢ jako wzrost warto±ci staªej Poissona. Tu» przed zniszczeniem,

gdy materiaª traci cz¦±ciowo ci¡gªo±¢, mo»e przyjmowa¢ warto±ci zbli»one do 0,5, a nawet

pozornie przekracza¢ t¦ warto±¢. Z kolei norma Badanie betonu. Oznaczanie pr¦dko±ci fali

ultrad¹wi¦kowej [12] podaje warto±ci staªej νc w zakresie od 0,18 do 0,36, uzale»niaj¡c je

gªównie od zastosowanego kruszywa. Za± w publikacji Pulse velocity through concrete [9]

wskazano na warto±¢ νc = 0,19 dla stwardniaªego betonu. Wspomniana wcze±niej norma
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[33] zaleca przyjmowa¢ staª¡ warto±¢ νc = 0,2 i t¦ warto±¢ przyjmowano w przykªadach

obliczeniowych.

Cz¦±ci skªadowe zbrojenia poprzecznego modelowane s¡ przez elementy pr¦towe,

a nie jak rdze« betonowy przez continuum, tote» wystarczaj¡ce jest okre±lenie dla nich

(poza granic¡ plastyczno±ci) warto±ci moduªu Younga Es. Metal Handbook [8] podaje

warto±ci staªych materiaªowych dla ró»nych gatunków stali, stosuj¡c podziaª i nazewnic-

two wedªug standardów ameryka«skich. Warto±ci moduªu Younga, w zale»no±ci od stopu,

przyjmuj¡ warto±ci Es = 190 − 210 GPa. Norma [33] nie precyzuje przedziaªu warto±ci

moduªu Younga, jakie musi speªnia¢ stal zbrojeniowa by byªa dopuszczona do stosowania,

wi¦c w deklaracjach zgodno±ci i aprobatach technicznych stali zbrojeniowych dost¦pnych

na polskim rynku zwykle ta wielko±¢ nie jest okre±lana. Jednocze±nie zalecana przez ni¡

do oblicze« warto±¢ wynosi Es = 200 GPa dla zbrojenia niespr¦»onego, Es = 205 GPa dla

strun spr¦»aj¡cych, a Es = 195 GPa dla splotów kabli spr¦»aj¡cych.

K¡t tarcia wewn¦trznego i spójno±¢

W pracy do opisu warunku plastyczno±ci betonu ostatecznie wykorzystywane s¡

dwa modele dwuparametrowe: Druckera�Pragera i Mohra�Coulomba z niestowarzyszo-

nym prawem pªyni¦cia oraz model pi¦cioparametrowy Willama�Warnkego ze stowarzy-

szonym prawem pªyni¦cia. Dost¦pny materiaª badawczy, na podstawie którego przeprowa-

dzono wery�kacj¦ poprawno±ci dziaªania zaprezentowanego modelu, dostarczaª niedosta-

teczn¡ ilo±¢ informacji, by jednoznacznie okre±li¢ powierzchni¦ plastyczn¡ dla poszczegól-

nych modeli. Spowodowane jest to faktem, i» w przewa»aj¡cej liczbie przypadków podano

jeden wiod¡cy parametr badanych betonów (wytrzymaªo±¢ na jednoosiowe ±ciskanie), za±

wyniki dla próbek skr¦powanych zbrojeniem poprzecznym w cz¦±ci prezentowaªy peªen

przebieg relacji napr¦»enie�odksztaªcenie [94, 111, 128, 127], w cz¦±ci � wyniki siªy osio-

wej powoduj¡cej zniszczenie badanej próbki jak np. [97, 98]. W konsekwencji konieczne

byªo przeprowadzenie dodatkowego badania, które pozwoliªoby powi¡za¢ brakuj¡ce dane

materiaªowe z dost¦pnymi. Dla modeli Druckera�Pragera i Mohra�Coulomba problem

ten mo»na rozwi¡za¢ przyjmuj¡c staª¡ warto±¢ dla jednej ze staªych materiaªowych. Wy-

konuj¡c przeksztaªcenia warunku sformuªowanego przez Coulomba w 1776 r. w postaci

|τ | = c − σ tan(φ) otrzymamy zale»no±ci pomi¦dzy jednoosiow¡ wytrzymaªo±ci¡ na ±ci-

skanie i rozci¡ganie oraz kohezj¡ i k¡tem tarcia wewn¦trznego:

σR =
2 c cos(φ)

1 + sin(φ)
, (4.48)

σC =
2 c cos(φ)

1− sin(φ)
. (4.49)
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Wówczas rozwi¡zaniem mo»e by¢ ustalenie staªej warto±ci jednej spo±ród nie-

wiadomych b¡d¹ wprowadzenie dodatkowego równania (prawa) wi¡»¡cego dwie z nie-

wiadomych. Ostatecznie, po wykonaniu licznych prób dla ró»nych warto±ci k¡ta tarcia

wewn¦trznego i spójno±ci, wybrano ustalenie staªej warto±ci k¡ta tarcia wewn¦trznego

φ = 37◦ i skorelowanej z ni¡ warto±ci kohezji wg równania (4.49). Przed dokonaniem

takiego wyboru rozwa»ono nast¦puj¡ce mo»liwo±ci:

1. wprowadzenie zale»no±ci pomi¦dzy σR i σC na podstawie np. [51, 33, 38] lub

innych publikacji;

2. ustalenie warto±ci k¡ta tarcia wewn¦trznego φ;

3. powi¡zanie warto±ci kohezji z innymi parametrami.

Ostatnia z mo»liwo±ci zakªada, »e mo»na wyrazi¢ spójno±¢ poprzez kombinacj¦

innych parametrów. Arslan w swoich pracach [4, 5] proponuje ustalenie staªej warto±ci

kohezji w nast¦puj¡cych postaciach:

c = 0,23 ln(E0D
2
MAX), (4.50)

lub:

c = 0,23 ln

(
σ2

RD
3
MAX

GKirchhoff

)
, (4.51)

gdzie:

E0 � pocz¡tkowy moduª odksztaªcalno±ci podªu»nej (moduª Younga),

DMAX � maksymalny ±rednica ziaren kruszywa,

GKirchhoff � moduª odksztaªcalno±ci poprzecznej (moduª Kirchho�a),

σR � wytrzymaªo±¢ betonu na rozci¡ganie.

Wykorzystanie tego podej±cia w pracy wymagaªoby wprowadzenia dodatkowego

parametru w postaci maksymalnego wymiaru kruszywa, który to parametr nie zawsze

podawany jest w publikacjach wyników bada«. Pozostaªe dwa parametry (moduªy Younga

i Kircho�a) ju» wcze±niej zostaªy wprowadzone do modelu (dokªadnie moduª Younga

E i staªa Poissona ν). Niemniej w sytuacji, gdy te staªe nie s¡ powi¡zane z kohezj¡,

po serii prób numerycznych zauwa»ono, »e ich wpªyw na no±no±¢ betonowego przekroju

skr¦powanego zbrojeniem nie jest decyduj¡cy. Stwierdzenie tego faktu byªo istotne w celu

zwery�kowania przyj¦tego uprzednio zaªo»enia, »e warto±ci E i ν mog¡ by¢ wyra»one

przez staªe warto±ci, do tego wprowadzone ze znanych zale»no±ci.

Na podstawie wyników bada«, zaprezentowanych w pracy Pula i innych z 2017

[89], mo»na z kolei poczyni¢ spostrze»enie, »e warto±¢ kohezji odpowiada 20 % − 27 %

warto±ci wytrzymaªo±ci na ±ciskanie.

Inny przykªad obliczenia warto±ci kohezji znajdujemy w artykule Lublinera i in-

nych z 1989 [62]. Praca przedstawia kompleksowy model zachowania betonu wraz z opisem

powierzchni zniszczenia i prawem pªyni¦cia. W tym przypadku spójno±¢ zostaªa potrak-
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towana jako funkcja zale»na od stanu napr¦»enia. Dodatkowo przedstawiony w powy»szej

pracy model zawiera powi¡zany z ni¡ mechanizm zniszczenia (degradacji). Podobne uj¦cie

zaprezentowane jest w tak»e w pracy Erzara i Forquina z 2014 [31], gdzie zmiana kohezji

jest zwi¡zana ze wzrostem odksztaªce« plastycznych i post¦puj¡cym zniszczeniem mate-

riaªu. Takie rozwi¡zanie nie zostaªo przyj¦te, gdy» wymagaªoby istotnego przebudowania

zaprezentowanego wcze±niej modelu obliczeniowego.

Wg artykuªów Mirmirana z 2000 czy Sadeghiana z 2008 [68, 104], a tak»e bazuj¡c

na pierwowzorze zawartym w pracy Rochette'a i Labossie're'a [100], zarówno k¡t tarcia

wewn¦trznego jak i kohezj¦ mo»na opisa¢ i oblicza¢ na podstawie wytrzymaªo±ci betonu

na ±ciskanie wg wzorów:

φ = sin−1

(
3

1 + 0,4σC/
√

3

)
, (4.52)

c =
(
σC − 5

√
3
) 3− sin(φ)

6 cos(φ)
. (4.53)

Wiele spo±ród dalej cytowanych pozycji sugeruje, »e dla betonów k¡t tarcia we-

wn¦trznego mo»e by¢ parametrem przyjmuj¡cym staª¡ warto±¢. Spotykane w literaturze

propozycje obejmuj¡ szeroki przedziaª proponowanych warto±ci w zakresie od φ = 20◦

za Ferhoune i Zeghiche [35] do nawet φ = 55◦. De Borst [120] zaleca przyjmowanie dla

skaª, betonów i gruntów warto±ci w zakresie φ = 15◦ − 45◦ proponuj¡c w przypadku

betonów ograniczy¢ si¦ do zakresu φ = 30◦ − 35◦. Oñate i inni [80] rozszerzaj¡ ten

zakres do φ = 25◦ − 35◦, ale jednocze±nie zauwa»aj¡, »e w przypadku stosowania nie-

mody�kowanego kryterium Mohra�Coulomba bez dylatancji (tzn. ψ = 0◦) wskazane jest

przyjmowanie warto±ci wy»szych si¦gaj¡cych nawet φ ≈ 60◦. Cz¦sto stosowan¡ warto±ci¡

k¡ta jest φ = 37◦ [7, 96, 117, 118]. Warto±ci zbli»one pokazuj¡ tak»e wspóªczesne badania

betonów zawarte w pracy Pula i innych z 2017 [89], gdzie wyniki oscyluj¡ w zakresie

φ = 29,8◦ − 41,7◦. Pojawiaj¡ si¦ te» postulaty by przyjmowa¢ warto±ci wy»sze, si¦gaj¡ce

nawet φ = 55◦ jak podaje Fujita i inni [38]. Autorzy powy»szego artykuªu zauwa»aj¡

dodatkowo, »e stosunek wytrzymaªo±ci na rozci¡ganie do wytrzymaªo±ci na ±ciskanie jest

staªy i wynosi σR/σC = 0,05. W celu skalibrowania zaprezentowanego wcze±niej w pracy

modelu przeprowadzono serie oblicze« próbnych porównuj¡c uzyskane wyniki z dost¦p-

nymi w literaturze wynikami bada«.

K¡t dylatancji

Stosuj¡c stowarzyszone prawo pªyni¦cia k¡t tarcia wewn¦trznego φ determinuje

warto±¢ k¡ta dylatancji ψ = φ i w cz¦±ci przygotowanych przykªadów obliczeniowych

przyj¦to takie rozwi¡zanie. Stowarzyszone prawo pªyni¦cia zastosowano m.in. w pracy

Lublinera z 1989 [62]. Ponadto w wykorzystanych do dalszych analiz modelach Druc-

kera�Pragera i Coulomba�Mohra w gªównych obliczeniach wykorzystano niestowarzy-

szone prawo pªyni¦cia przyjmuj¡c funkcj¦ potencjaªu plastycznego G(ψ). Vermeer i de Borst
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[120] dla betonu oraz skaª litych przytaczaj¡ warto±ci k¡ta dylatancji ψ = 0◦ − 20◦, ale

dowodz¡ tak»e, i» przyj¦cie warto±ci ni»szych od zera jest teoretycznie mo»liwe i dopusz-

czalne, gdy materiaª traci sztywno±¢ po uplastycznieniu i staje si¦ niestabilny (jak lu¹ne

piaski), za± przyjmowanie warto±ci wy»szych od k¡ta φ, gdy po uplastycznieniu nast¦puje

wzmocnienie. Kolejno Oñate i inni [80] podaj¡, »e dla betonów typow¡ i odpowiedni¡

warto±ci¡ jest ψ = 15◦. Z kolei Gajewski i Grabowski [40] przyjmuj¡ ψ = 38◦.

Parametry modelu Willama�Warnkego

Wykorzystywany w niniejszej pracy opis betonu jest bezpo±redni¡ implementacj¡

rozwi¡za« zaproponowanych przez autorów [124]. W zaª¡czniku do swojego artykuªu zesta-

wiaj¡ proponowane badania, które s¡ wystarczaj¡ce do wyznaczenia ksztaªtu powierzchni

plastycznej � 3 punkty zniszczenia przy k¡cie Lodego θ = 0◦ i 3 przy k¡cie Lodego θ = 60◦.

Ka»dy z tych dwóch trzypunktowych zestawów jednoznacznie opisuje skrajne parabole b¦-

d¡ce ±ladem powierzchni plastycznej na pªaszczyznach zawieraj¡cych o± hydrostatyczn¡

i ustawionych pod odpowiednim k¡tem θ. Oczywi±cie obydwie parabole musz¡ spotka¢

si¦ we wspólnym wierzchoªku st¡d wystarczaj¡ce jest przeprowadzenie wyª¡cznie pi¦ciu

testów. Warto±ci parametrów a0, a1, a2, b0, b1, b2 ustalone s¡ wzgl¦dem normy σC� wy-

trzymaªo±ci betonu na ±ciskanie, która sªu»y przeskalowaniu caªej powierzchni z zacho-

waniem podobie«stwa ksztaªtu. Wykorzystuj¡c dodatkowo wytrzymaªo±¢ na trójosiowe

równomierne rozci¡ganie � σR, oraz dwuosiowe równomierne ±ciskanie � σB konieczne jest

wykonanie jeszcze dwóch testów, które doprowadz¡ do zniszczenia na poªudniku �rozci¡-

ganym� (θ = 0◦, okre±lany jest stan napr¦»enia ξ1, ρ1) i poªudniku �±ciskanym� (θ = 60◦,

okre±lany jest stan napr¦»enia ξ2, ρ2). Wówczas warto±ci szukanych staªych da si¦ wyrazi¢

nast¦puj¡co:

a0 =
2

3

σB

σC

a1 −
4

9

(
σB

σC

)2

a2 +

√
2

15

σB

σC

, (4.54)

a1 =
1

3

(
2σB − σR

σC

)
a2 +

√
6

5

σR − σB

2σB + σR

, (4.55)

a2 =

√
6
5
ξ1

(
σR−σB
σC

)
−
√

6
5
σR σB
σ2
C

+ ρ1

(
2σB+σR
σC

)
(

2σB+σR
σC

)(
ξ2

1 − 2
3
σB
σC
ξ1 + 1

3
σR
σC
ξ1 − 2

9
σR σB
σ2
C

) , (4.56)

b0 = −ξ0b1 − ξ2
0b2, (4.57)

b1 =

(
ξ2 +

1

3

)
b2 +

√
6
5
− 3ρ2

3ξ2 − 1
, (4.58)

b2 =
ρ2

(
ξ0 + 1

3

)
−
√

2
15

(ξ0 + ξ2)

(ξ0 + ξ2)
(
ξ2 − 1

3

) (
ξ0 + 1

3

) . (4.59)
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W powy»szych wzorach przez ξ0 rozumiana jest wspóªrz¦dna hydrostatyczna wierzchoªka

obydwu parabol, któr¡ mo»na obliczy¢ znaj¡c trzy pierwsze parametry:

ξ0 =
−a1 −

√
a1 − 4a0 a2

2a2

. (4.60)

Warto±ci przyj¦tych tu wielko±ci ρ i ξ zale»¡ od warto±ci niezmienników tensora stanu

napr¦»enia wedªug poni»szych reguª:

ξ =
1
3
I1

σC

, (4.61)

ρ =

√
2
5
J2

σC

. (4.62)

Przyjmowane w dalszych obliczeniach warto±ci parametrów a0 = 0,08055545;

a1 = −0,51426114; a2 = −0,02805677; b0 = 0,11979267; b1 = −0,76005290; ustalono

bezpo±rednio z artykuªu [124] prezentuj¡cego model. Willam i Warnke opierali si¦ na

badaniach Launay'a i Gachona z 1972 roku, w którym opisano odksztaªcenia i wytrzyma-

ªo±¢ betonów w ró»nych wariantach trójosiowego ±ciskania. Przyj¦te warto±ci odpowiadaj¡

sytuacji gdzie wytrzymaªo±¢ σB = 1,8σC, σR = 0,15σC, a dodatkowe punkty zniszczenia

ustalono przy stanie napr¦»enia ξ1 = ξ2 = 3,67, ρ1 = 1,59, ρ2 = 1,94. Na rys. 4.12

przedstawiono ±lad powierzchni plastycznej na pªaszczy¹nie dewiatorowej wyznaczonej

dla napr¦»e« gªównych σ1 = σ2 = −5 MPa, σ3 = −35 MPa, w zakresie k¡ta Lodego

θ = 0◦ − 60◦. Wspóªrz¦dne równole»nikowe wyra»one s¡ w skali wg wzoru (4.62). Dla

porównania umieszczono ±lad stosowanego w pracy modelu Druckera�Pragera opisanego

na ostrosªupie Mohra�Coulomba.

4.6. Opis zastosowanego oprogramowania

Matematyczny opis wykorzystanych modeli znajduje si¦ we wcze±niejszej cz¦-

±ci pracy, w tej cz¦±ci przedstawiony zostanie techniczny sposób ich realizacji. Do wielu

procesów wykorzystano oprogramowanie komputerowe, a gªówne symulacje wykonano na

serwerze Katedry Mechaniki Materiaªów Politechniki �ódzkiej pracuj¡cym w ±rodowisku

GNU/Linux. Najwa»niejsze programy, z których korzystaª autor to:

� FENAP � Finite Element Nonlinear Analysis Program autorstwa prof. Z. Wi¦c-

kowskiego � posªu»yª do wykonania symulacji numerycznych metod¡ elementów sko«czo-

nych ±ciskania skr¦powanych przekrojów betonowych,

� Maple w wersji 12. dystrybuowany i rozwijany przez Maplesoft � przy jego

u»yciu zostaªy wykonane obliczenia symboliczne,

� LibreO�ce Calc dystrybuowany przez The Document Foundation � arkusz kal-
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Rysunek 4.12: �lad powierzchni plastycznej Willama-Warnkego i Druckera�Pragera na
pªaszczy¹nie dewiatorowej.

kulacyjny wykorzystywany gªównie do ko«cowej obróbki wyników uzyskanych przy u»yciu

programu FENAP.

Ponadto do przygotowania plików wej±ciowych do programu FENAP u»ywano

edytorów tekstu oraz skryptów, które umo»liwiªy przynajmniej cz¦±ciow¡ automatyza-

cj¦ ich tworzenia przez generowanie siatek obliczeniowych, de�niowanie elementów czy

wprowadzanie warunków brzegowych.

Przebieg caªego procesu dla wszystkich dalej prezentowanych serii oblicze« byª

taki sam. W pierwszej kolejno±ci przygotowywano plik opisuj¡cy geometri¦ rozwi¡zywa-

nego zadania. Zawieraª on opis kraw¦dzi przekroju, inne linie, na których znajdowa¢

si¦ miaªy osie zbrojenia poprzecznego (strzemiona, zwoje), a tak»e podziaª na obszary.

Ten ostatni zabieg pozwala prosto wydzieli¢ przy ko«cowej obróbce wyników elementy

sko«czone wewn¡trz poszczególnych cz¦±ci przekroju i na tej podstawie dokona¢ dodat-

kowych analiz i operacji (np. obliczy¢ ±rednie napr¦»enie w poszczególnych sekcjach).

Na tym etapie wprowadzano mo»liwe redukcje obszaru obliczeniowego przez wykorzysta-

nie osi symetrii. Zarys przekroju w docelowych modelach obejmowaª wyª¡cznie rdze«.

Warto nadmieni¢, »e w pocz¡tkowej fazie oblicze« wykonywane byªy tak»e na siatkach

obliczeniowych wraz z otulin¡, ale podczas analizy wyników konsekwentnie obserwowano

osi¡gni¦cie dopuszczalnych napr¦»e« rozci¡gaj¡cych w pªaszczy¹nie przekroju na granicy

rdzenia i otuliny. Odpowiada to �zycznemu zjawisku odspajania otuliny przy wy»szych

warto±ciach odksztaªce« podªu»nych sªupa.
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Rysunek 4.13: Algorytm ogólny przygotowania modeli.

W dalszej kolejno±ci, na podstawie tak przygotowanego pliku generowano siatk¦

obliczeniow¡. Docelowo w obliczeniach stosowano elementy z kwadratowymi funkcjami

ksztaªtu, a okre±lenie wymaganej g¦sto±ci podziaªów osi¡gni¦to eksperymentalnie, wy-

konuj¡c pocz¡tkowo obliczenia dla ró»nej wielko±ci elementów i porównuj¡c dokªadno±¢

rozwi¡zania z najlepszym z uzyskanych. Ostatecznie standardem w przedstawionych ob-

liczeniach byªo stosowanie siatek, w których maksymalny wymiar elementu wynosiª okoªo

10 % wymiaru dyskretyzowanego pola. W obszarach mo»liwych koncentracji b¡d¹ zmiany

kierunku napr¦»e« gªównych wymiar elementów stopniowo zmniejszano o okoªo 1 rz¡d

wielko±ci. Trzeci etap polegaª na wprowadzeniu do przygotowanej siatki elementów sko«-

czonych: trójk¡tnych do modelowania obszaru betonowego, pr¦towych krzywoliniowych

w miejscu prowadzenia pr¦tów zbrojenia poprzecznego. Dodatkowo na tym etapie plik

startowy uzupeªniany byª o warunki brzegowe, dane materiaªowe oraz informacje o ob-

ci¡»eniu � zakres de�niowanych odksztaªce« podªu»nych oraz liczb¦ kroków, w których

obci¡»enie ma by¢ przykªadane.

Po przygotowaniu danych nast¦powaªa zasadnicza symulacja numeryczna bazu-

j¡ca na opisanym modelu obliczeniowym, wykonywana programem FENAP. Wykorzystu-

j¡c przemieszczeniowe sformuªowanie metody elementów sko«czonych w pªaskim stanie

odksztaªcenia otrzymywano pola napr¦»e« i przemieszcze« w ka»dym kroku obci¡»enia.

Program umo»liwia bezpo±redni wgl¡d w komplet wyników tzn. wynikowy plik tekstowy

zawiera warto±ci wszystkich stopni swobody i warto±ci siª wewn¦trznych obliczanych

we wszystkich punktach caªkowania numerycznego w ka»dym kroku obci¡»enia. Ponadto

oferuje standardow¡ prezentacj¦ wyników w formie gra�cznej. Za wykorzystaniem tego

oprogramowania przemawiaªa jego dost¦pno±¢ oraz mo»liwo±¢ dostosowania do potrzeb

rozwi¡zywanego zadania.
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Ostatni krok ka»dej serii oblicze« obejmowaª ich ko«cow¡ obróbk¦. Wykorzysty-

wano do niej skrypty pozwalaj¡ce na selektywny wybór wyników spo±ród dost¦pnych,

a nast¦pnie ich import do arkusza kalkulacyjnego. W ten sposób przygotowano wyniki

ko«cowe sªu»¡ce stworzeniu nast¦puj¡cych rezultatów: wykresy siªy osiowej (lub znorma-

lizowanej siªy osiowej) zale»ne od odksztaªcenia podªu»nego sªupa, wykresy obrazuj¡ce

wpªyw ró»nych czynników (np. stopnia zbrojenia poprzecznego, stosunku dªugo±ci bo-

ków przekroju prostok¡tnego itd.) na efektywno±¢ skr¦powania, rysunki ±rednich warto±ci

napr¦»e« normalnych w poszczególnych polach na przekrojach skr¦powanych wieloma

zwojami/strzemionami. Na tym etapie dodawano siª¦ w zbrojeniu podªu»nym (je»eli taka

byªa konieczna w analizowanym przykªadzie). Schemat algorytmu post¦powania przy roz-

wi¡zywaniu zada« rachunkowych zamieszczono na rys. (4.13).



5. Przykªady oblicze«

5.1. Serie porównawcze z wynikami bada« tajwa«skich Yin i inni

[128, 127]

O powy»szych badaniach wspomniano wy»ej przy okazji przegl¡du literatury,

gdzie podano podstawowe informacje o zakresie i wynikach do±wiadcze«. Na podsta-

wie przedstawionych w pracach [128, 127] danych próbek do±wiadczalnych przygotowano

modele numeryczne. W obr¦bie danej serii próbek stosowano te same siatki oblicze-

niowe, w docelowych symulacjach, których wyniki poni»ej s¡ prezentowane stosowano

siatki elementów 6-w¦zªowych trójk¡tnych (rys. 5.2), elementy uzwojenia modelowano

3-w¦zªowymi zakrzywionymi elementami pr¦towymi. Przekroje poprzeczne uzwojenia zo-

staªy dobrane tak by odpowiadaªy zbrojeniu na jednostkowej dªugo±ci sªupa (odpowia-

daj¡c¡ wielko±ci 1m). Do opisu stali zastosowano model materiaªowy Hubera�von Mi-

sesa, za± rdze« betonowy przedstawiono stosuj¡c 3 ró»ne podej±cia, które ró»niªy si¦

zastosowanym kryterium plastyczno±ci. Dla ka»dej zbadanej próbki docelowo przygoto-

wano 3 modele: w pierwszym elementom rdzenia przypisano warunek wytrzymaªo±ciowy

Mohra�Coulomba z niestowarzyszonym prawem pªyni¦cia, przyjmuj¡c staª¡ warto±¢ k¡ta

tarcia wewn¦trznego φ = 37◦, staª¡ warto±¢ k¡ta dylatancji ψ = 30◦ oraz zale»n¡ od war-

to±ci wytrzymaªo±ci betonu warto±¢ kohezji c = 8,576 MPa dla betonu o wytrzymaªo±ci

fc = 34,4 MPa oraz c = 17,126 MPa odpowiednio dla fc = 68,7 MPa. W drugim modelu

ró»nica polegaªa na zastosowaniu dla betonu kryterium Druckera�Pragera z wykorzy-

staniem sto»ka opisanego na ostrosªupie Mohra�Coulomba, tak»e z niestowarzyszonym

prawem pªyni¦cia, przyjmuj¡c takie same dane materiaªowe. Trzeci model wykorzystywaª

pi¦cioparametrowy warunek plastyczno±ci Wilama�Warnkego ze stowarzyszonym prawem

pªyni¦cia. Parametry opisane we wzorach (3.56), (3.57) przyj¦to o nast¦puj¡cych war-

to±ciach: a0 = 0,08055545; a1 = −0,51426114; a2 = −0,02805677; b0 = 0,11979267;

b1 = −0,76005290; b2 = −0,07195738; za± warto±¢ σc przyjmowaªa odpowiednie warto±ci

wytrzymaªo±ci betonu na ±ciskanie okre±lone tu przez fc. Uzwojenie modelowano tak samo

we wszystkich trzech przypadkach.

Zaprezentowane porównanie odnosi si¦ do drugiej cz¦±ci cytowanych bada« [128],

która obejmowaªa 4 serie od 2 do 6 próbek dla jednego sposobu ksztaªtowania zbrojenia.

Wymiary geometryczne i sposób obci¡»ania próbek we wszystkich seriach byªy jednakowe.

Serie ró»niª sposób ksztaªtowania zbrojenia poprzecznego (rys. 5.1). Pierwsza, oznaczona

jako T (ang. tie � wi¡zanie w znaczeniu strzemi¦), obejmowaªa 2 próbki zbrojone strzemio-
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Tablica 5.1: Podstawowe dane badanych próbek, opisanych przez [128].

Oznaczenie
Wytrzym.
betonu fc [MPa]

Wytrzym. stali
fyt [MPa]

Stopie« zbr.
poprzeczn.
ρT [%]

Minimalny
st. zbr. wg
[2]

T1 34,4 274,7 2,20 2,26
T2 68,7 412,0 2,90 3,01
4S1 34,4 274,7 2,05 1,63
4S2 68,7 412,0 3,07 2,17
4S3 34,4 274,7 4,74 1,63
4S4 34,4 274,7 3,65 1,63
4S5 34,4 274,7 1,54 1,63
5S1 34,4 274,7 2,64 1,64
5S2 68,7 412,0 1,76 2,19
5S3 34,4 274,7 2,24 1,64
5S4 34,4 274,7 2,20 1,64
5S5 34,4 274,7 1,26 1,64
ST1 34,4 274,7 1,55 b.d.
ST2 68,7 412,0 2,09 b.d.
ST3 34,4 274,7 2,06 b.d.
ST4 34,4 274,7 2,75 b.d.
ST5 34,4 274,7 2,25 b.d.
ST6 34,4 274,7 1,55 b.d.

nami czteroci¦tymi. Druga seria, oznaczona 4S (ang. 4 spirals), obejmuje 5 krótkich sªu-

pów zbrojonych czterema rozsuni¦tymi, cz¦±ciowo wzajemnie na siebie zachodz¡cymi zwo-

jami. Trzecia opisana jako 5S (ang. 5 spirals) skªadaªa si¦ z 5 próbek z jednym gªównym

zwojem i czterema mniejszymi umieszczonymi w naro»ach kwadratowego przekroju po-

przecznego. Ostatni¡ seri¦, nazwan¡ ST (ang. spiral�tie), stanowiªo 6 próbek, na których

uzwojenie skªadaª si¦ jeden gªówny zwój oraz umieszczone wzdªu» przek¡tnych przekroju

jednoci¦te strzemiona (przytrzymuj¡ce pr¦ty zbrojenia podªu»nego umieszczone najbli-

»ej naro»y). Próbki poszczególnych serii pomi¦dzy sob¡ ró»niªy si¦ stopniem zbrojenia

poprzecznego, skokiem uzwojenia (lub rozstawem strzemion), ±rednic¡ u»ytych pr¦tów,

a tak»e zastosowanymi materiaªami (tab. 5.1).

Rysunek 5.1: Przekroje poprzeczne próbek za [128, 127].
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(a) (b)

(c) (d)

Rysunek 5.2: Siatki wykorzystane przy prowadzonych symulacjach.

Porównanie rezultatów opublikowanych przez autorów [128, 127] z wynikami prze-

prowadzonych symulacji zaprezentowano na wykresach przedstawiaj¡cych ±rednie napr¦-

»enia normalne w rdzeniu betonowym w funkcji odksztaªcenia sªupa (skrócenia). Kolorem

niebieskim zaznaczono przebieg krzywej do±wiadczalnej, kolorem czerwonym symulacje

z warunkiem plastyczno±ci Druckera�Pragera, »óªtym Mohra�Coulomba, zielonym Wil-

lama�Warnkego. Pomimo, »e rzeczywiste próbki traciªy reszt¦ no±no±ci przy wy»szych

odksztaªceniach symulacje ko«czono przy odksztaªceniu 1 %.

85



(a) fc = 34,4MPa, ρT = 2,20%

(b) fc = 68,7MPa, ρT = 2,90%

Rysunek 5.3: Wykresy ±rednie napr¦»enie w rdzeniu�odksztaªcenie dla próbek serii T.
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(a) fc = 34,4MPa, ρT = 2,05%

(b) fc = 68,7MPa, ρT = 3,07%

(c) fc = 34,4MPa, ρT = 4,74%

Rysunek 5.4: Wykresy ±rednie napr¦»enie w rdzeniu�odksztaªcenie dla próbek serii 4S.
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(a) fc = 34,4MPa, ρT = 3,65%

(b) fc = 34,4MPa, ρT = 1,54%

Rysunek 5.5: Wykresy ±rednie napr¦»enie w rdzeniu�odksztaªcenie dla próbek serii 4S.
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(a) fc = 34,4MPa, ρT = 2,64%

(b) fc = 68,7MPa, ρT = 1,76%

(c) fc = 34,4MPa, ρT = 2,24%

Rysunek 5.6: Wykresy ±rednie napr¦»enie w rdzeniu�odksztaªcenie dla próbek serii 5S.
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(a) fc = 34,4MPa, ρT = 2,20%

(b) fc = 34,4MPa, ρT = 1,26%

Rysunek 5.7: Wykresy ±rednie napr¦»enie w rdzeniu�odksztaªcenie dla próbek serii 5S.
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(a) fc = 34,4MPa, ρT = 1,55%

(b) fc = 68,7MPa, ρT = 2,09%

(c) fc = 34,4MPa, ρT = 2,06%

Rysunek 5.8: Wykresy ±rednie napr¦»enie w rdzeniu�odksztaªcenie dla próbek serii ST.
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(a) fc = 34,4MPa, ρT = 2,75%

(b) fc = 34,4MPa, ρT = 2,25%

(c) fc = 34,4MPa, ρT = 1,55%

Rysunek 5.9: Wykresy ±rednie napr¦»enie w rdzeniu�odksztaªcenie dla próbek serii ST.
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Rysunek 5.10: Rozkªad napr¦»e« osiowych w modelu próbki 5S1. Na wst¦pnym etapie wy-
korzystano siatk¦ wraz z otulin¡ rdzenia, widoczne s¡ napr¦»enia rozci¡gaj¡ce na granicy
tych obszarów.

Analiza modelu obliczeniowego

Na podstawie powy»szych wykresów mo»emy zauwa»y¢ pewne prawidªowo±ci. Po

pierwsze zauwa»amy, »e dla tych samych parametrów materiaªowych najwy»sze rezultaty

otrzymywane s¡ dla modelu Wilama�Warnkego (dalej w skrócie WW), najni»sze dla mo-

delu Mohra�Coulomba (dalej MC), za± model Druckera�Pragera (dalej DP) daje wynik

po±redni, przy czym dla przekrojów zbrojonych wyª¡cznie spiralami (gdzie stan napr¦»enia
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jest najbardziej jednorodny) wynik ten jest bardzo zbli»ony do rezultatów z modelu MC.

Fakt ten znajduje uzasadnienie w konstrukcji warunków plastyczno±ci:

1. W modelu DP powierzchni¡ plastyczn¡ jest sto»ek opisany na ostrosªupie MC.

W typowej dla przekroju skr¦powanego sytuacji zniszczenie przekroju (jego peªne upla-

stycznienie) nast¦puje w stanach napr¦»enia, którym odpowiadaj¡ w przestrzeni napr¦-

»e« gªównych punkty znajduj¡ce si¦ w pobli»u kraw¦dzi ostrosªupa MC b¦d¡cej cz¦±ci¡

wspóln¡ ze sto»kiem DP. Stan napr¦»enia w punktach ulegaj¡cych uplastycznieniu zwykle

ksztaªtuje si¦ tak, »e napr¦»enie ±ciskaj¡ce wzdªu» osi sªupa (jedno z napr¦»e« gªównych)

osi¡ga warto±¢ ekstremaln¡, za± pozostaªe napr¦»enia gªówne (w pªaszczy¹nie przekroju

poprzecznego sªupa) osi¡gaj¡ warto±ci wielokrotnie ni»sze, tak»e ±ciskaj¡ce. Warto za-

znaczy¢, »e w przypadku uzwojenia okr¡gªego warto±ci obydwu pozostaªych napr¦»e«

s¡ porównywalne co do warto±ci i praktycznie staªe na caªej powierzchni rdzenia, za±

w przypadku uzwojenia bardziej zªo»onego pojawiaj¡ si¦ zauwa»alne ró»nice w warto±ciach

w ró»nych cz¦±ciach przekroju, oraz ró»nice mi¦dzy σI i σII w danych punktach przekroju.

Im wi¦ksza jest ta ró»nica tym bardziej oddala si¦ rozwi¡zanie uzyskane modelem MC do

uzyskanego modelem DP.

2. Model WW ma wbudowane stowarzyszone prawo plastycznego pªyni¦cia, co

odpowiada osi¡ganiu wy»szych warto±ci k¡ta dylatancji ψ. Jest to równoznaczne ze zwi¦k-

szonym wzrostem obj¦to±ci uplastyczniaj¡cego si¦ rdzenia betonowego, to z kolei prowadzi

do intensywniejszego oddziaªywania na zbrojenie poprzeczne w drugiej fazie pracy prze-

kroju � uplastycznienie rdzenia betonowego, przy spr¦»ystej pracy uzwojenia. Zjawisko

powy»sze tªumaczy bardziej strome nachylenie wykresu σ�ε w tej fazie pracy.

Drug¡ wspóln¡ cech¡ charakterystyczn¡ dla wszystkich symulacji jest przebieg

relacji napr¦»enie�skrócenie. Mo»emy we wszystkich symulacjach wyró»ni¢ nast¦puj¡ce

etapy pracy sªupa (rys. 5.12):

1. Faza pierwsza � praca spr¦»ysta. Zastosowane uzwojenie, ograniczaj¡c od-

ksztaªcalno±¢ poprzeczn¡, nieznacznie wpªywa na wzrost sztywno±ci osiowej sªupa betono-

wego w porównaniu z analogicznym przekrojem nieuzwojonym. Wielko±¢ efektu zale»y od

stopnia zbrojenia poprzecznego, jego ksztaªtu oraz stosunku moduªu Younga materiaªów

uzwojenia i rdzenia, tak»e od staªej Poissona betonu νc. Relacja σ�ε jest liniowa. Za

umowne granice pierwszej fazy pracy przekroju przyjmijmy: pocz¡tek � pocz¡tek obci¡-

»enia przekroju oraz koniec � pocz¡tek uplastycznienia rdzenia.

2. Faza druga � wyra¹ny wzrost warto±ci napr¦»enia w uzwojenia. W momencie

gdy rdze« doznaje odksztaªce« plastycznych rozpoczyna si¦ zasadnicza praca uzwoje-

nia i od tego etapu istotnie wpªywa na zachowanie mechaniczne rdzenia. Ograniczaj¡c

odksztaªcenia poprzeczne wywoªuje powstawanie napr¦»e« ±ciskaj¡cych w pªaszczy¹nie

przekroju, które umo»liwiaj¡ osi¡ganie wy»szych warto±ci napr¦»e« ±ciskaj¡cych w osi

sªupa betonowego. Dzieje si¦ tak dlatego, »e wówczas ro±nie warto±¢ pierwszego niezmien-

nika stanu napr¦»enia I1, a uplastycznienie dokonuje si¦ na pªaszczy¹nie dewiatorowej
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poªo»onej dalej od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych (rys. 5.11). W przypadku modeli MC,

DP i WW pozwala to osi¡gn¡¢ na powierzchni plastycznej wy»sze warto±ci drugiego nie-

zmiennika dewiatora J2. Wykorzystuj¡c opis stanu napr¦»enia wg Haigha�Westergaarda

taki stan rzeczy mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co: wy»sza warto±¢ wspóªrz¦dnej hydrostatycznej

ξ pozwala przed uplastycznieniem osi¡gn¡¢ wy»sze warto±ci promienia dewiatorowego ρ

dla odpowiadaj¡cych warto±ci k¡ta Lodego θ.

Rysunek 5.11: Wizualizacja przestrzeni napr¦»e« z zaznaczon¡ osi¡ hydrostatyczn¡ (zie-
lona) i pªaszczyznami dewiatorowymi.

Za umowne granice 2. fazy pracy mo»emy przyj¡¢: pocz¡tek � peªne uplastycznie-

nie rdzenia betonowego, koniec � pocz¡tek uplastycznienia uzwojenia. Ksztaªt zale»no±ci

σ(ε) jest liniowy lub zbli»ony do liniowego lecz mniej stromy ni» w pierwszej fazie. Gªówne

czynniki wpªywaj¡ce na charakter pracy przekroju w tym zakresie to warto±ci granic pla-

styczno±ci materiaªów (determinuj¡ce pocz¡tek i koniec przedziaªu), a tak»e k¡t dylatancji

ψ betonu w przypadku modeli z niestowarzyszonym prawem pªyni¦cia. Dodatkowo istotne

jest uksztaªtowanie uzwojenia, stopie« zbrojenia poprzecznego i jego moduª Younga.

3. Faza trzecia � plastyczne pªyni¦cie caªego przekroju. Po osi¡gni¦ciu granicy pla-

styczno±ci przez pr¦ty zbrojenia poprzecznego nast¦puje równomierny przyrost odksztaª-

ce«, któremu nie towarzyszy zmiana warto±ci napr¦»e«. Zastosowane modele obliczeniowe

nie zostaªy wyposa»one w mechanizmy pozwalaj¡ce zaobserwowa¢ destrukcj¦ materiaªu

dla wy»szych warto±ci odksztaªce« i zwi¡zany z tym spadek no±no±ci, jednak pozwalaj¡

odszuka¢ warto±¢ szczytow¡ ±rednich napr¦»e« w rdzeniu, która jest najistotniejsz¡ in-

formacj¡ dotycz¡c¡ badanego przekroju poprzecznego z punktu widzenia bezpiecze«stwa

konstrukcji. Obliczenia przerywano po osi¡gni¦ciu odksztaªcenia podªu»nego10 h. Relacja

σ�ε w tym przedziale jest funkcj¡ staª¡. Warto±¢ graniczna napr¦»e« zale»y przede wszyst-

kim od ksztaªtu zbrojenia poprzecznego, stopnia zbrojenia oraz granicy plastyczno±ci stali

zbrojeniowej oraz od wytrzymaªo±ci betonu, z którego wykonano rdze«.
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Rysunek 5.12: Fazy pracy przekroju na przykªadzie przekroju kwadratowego zbrojonego
strzemionami prostymi.

Ponadto warto zauwa»y¢, »e przej±cia mi¦dzy tak zde�niowanymi fazami s¡ ostre

tylko dla koªowego przekroju z okr¡gªym uzwojeniem, w którym wyst¦puje jednorodny

stan napr¦»enia. W pozostaªych przypadkach pojawiaj¡ si¦ odcinki przej±ciowe, przyj-

muj¡ce zwykle ksztaªt krzywej gªadko przechodz¡cej mi¦dzy odcinkami liniowymi. Do-

datkowo im mniej osiowosymetryczne jest zbrojenie poprzeczne, tzn. jego ksztaªt coraz

bardziej ró»ni si¦ od okr¦gu, tym odcinki przej±ciowe s¡ dªu»sze a przej±cia ªagodniejsze.

W przej±ciu z fazy pierwszej do drugiej wyst¦puje cz¦±ciowe uplastycznienie rdzenia be-

tonowego i stopniowe powi¦kszanie obszaru uplastycznionego w rdzeniu. W przypadku

przej±cia z drugiej fazy do trzeciej zbrojenie poprzeczne stopniowo uplastycznia si¦ umo»-

liwiaj¡c redystrybucj¦ napr¦»e« wewn¡trz przekroju a» do jego peªnego uplastycznienia.

Modele obliczeniowe a wyniki bada« wg [128, 127]

W wi¦kszo±ci przedstawionych przykªadów widoczna jest zbie»no±¢ wyników mo-

deli obliczeniowych z wynikami przedstawionych bada« do±wiadczalnych. Najbli»sze roz-

wi¡zania uzyskano dla serii zbrojonych spiralami, szczególnie serii 5S. Porównywalnie

wysok¡ zgodno±¢ uzyskano dla serii ST, nast¦pnie 4S, za± najmniej precyzyjnie model od-

zwierciedla wyniki serii T. Ponadto we wszystkich seriach pojawiªy si¦ pojedyncze próbki

wyra¹nie gorzej odwzorowane przez model obliczeniowy od pozostaªych. Udaªo si¦ wska-

za¢ wspóln¡ cech¦ próbek T2, ST2, 4S2 i 5S2, które wykazywaªy najgorsz¡ korelacj¦,

mianowicie wszystkie one i tylko one zostaªy wykonane z betonu wysokiej wytrzymaªo±ci,

o wytrzymaªo±ci na ±ciskanie f ′c = 68,7 MPa ≈ 10000 psi i zbrojone strzemionami oraz

spiralami ze stali o fyt = 412,0 MPa ≈ 60000 psi.
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Powy»sze spostrze»enia nasuwaj¡ dwa gªówne wnioski:

1. Przedstawiony model obliczeniowy dobrze radzi sobie z szacowaniem no±no±ci uzwojo-

nych przekrojów betonowych wykonanych z betonów zwykªych, ale nie odzwierciedla

dobrze procesów zachodz¡cych przy skr¦powaniu sªupów wykonanych z betonów wy-

sokich wytrzymaªo±ci. Na odmienny charakter zjawiska w takich sytuacjach zwrócono

ju» uwag¦ w podsumowaniu rozdziaªu 2. i brak w tym zakresie uniwersalno±ci modelu

obliczeniowego byª przewidywan¡ i przedstawion¡ w tezie badawczej konsekwencj¡

przyj¦tych na wst¦pie zaªo»e«.

2. Gorsze odwzorowanie no±no±ci przekroju w przypadku próbki uzwojonej wyª¡cznie

strzemionami mo»e mie¢ dwie podstawowe przyczyny: zaªo»ona w modelu zgodno±¢

przemieszcze« w¦zªów elementów rdzenia betonowego i pr¦tów uzwojenia odpowiada

idealnej przyczepno±ci i ci¡gªo±ci uzwojenia na obwodzie. Uproszczenie to jest z na-

tury odpowiednie dla zbrojenia poprzecznego wykonanego z ci¡gªego zwoju, ale przy

stosowaniu strzemion wymaga wi¦kszej ostro»no±ci. Spajanie pr¦tów zbrojenia po-

przecznego zapewniªoby ich ci¡gªo±¢, ale jest niepraktyczne i wªa±ciwie niespotykane.

Zbli»ony efekt mogªoby przynie±¢ stosowanie zakªadu na peªn¡ dªugo±¢ zakotwienia,

lecz to z kolei, cho¢ du»o prostsze, przyczynia si¦ do zwi¦kszenia zu»ycia materiaªu.

Ze zdj¦¢ zamieszczonych w [128] wynika, »e do wykonania zbrojenia poprzecznego

próbki T1 u»yto pr¦tów gªadkich, a zakotwienie stanowiªy haki dªugo±ci okoªo 10 cm,

co z jednej strony odpowiada standardom wykonawczym, lecz prawdopodobnie byªo

niewystarczaj¡ce by strzemiona na caªej dªugo±ci pracowaªy z peªn¡ efektywno±ci¡.

Druga mo»liwa przyczyna ni»szej dokªadno±ci oszacowania wynika z wi¦kszej niejed-

norodno±ci stanu napr¦»enia, którego odwzorowanie (szczególnie przez modele dwu-

parametrowe) w punktach uplastycznienia jest mniej dokªadne.

5.2. Przekroje o ró»nym stopniu zbrojenia (przekroje

kwadratowe, prostok¡tne, okr¡gªe)

Rozwa»any jest wpªyw stopnia zbrojenia na efektywno±¢ skr¦powania. W tym

celu przeprowadzono obliczenia podzielone na kilka serii, z których ka»da wyró»niaªa si¦

innym ksztaªtem przekroju, za± wewn¡trz serii modele ró»niªy si¦ wyª¡cznie stopniem

zbrojenia poprzecznego. Analizowano:

1. Przekrój kwadratowy o boku 400 mm, ze zbrojeniem w postaci strzemienia,

którego o± poªo»ona jest 30 mm od kraw¦dzi przekroju, a promie« zaokr¡glenia wynosi

20 mm (rys. 5.25a na stronie 112).

2. Przekrój kwadratowy taki jak wy»ej z dodatkowym strzemieniem uªo»onym

pod k¡tem 45◦, które podtrzymuje ±rodki boków (patrz rys. 5.25b na stronie 112).

3. Przekrój prostok¡tny o wymiarach boków 400 mm i 1200 mm, ze zbrojeniem
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w postaci strzemienia, którego o± poªo»ona jest 30 mm od kraw¦dzi przekroju, a promie«

zaokr¡glenia wynosi 20 mm (rys. 5.13a).

4. Przekrój koªowy o ±rednicy 300 mm ze zbrojeniem poprzecznym w postaci

zwoju oddalonego od kraw¦dzi przekroju o 30 mm, czyli o ±rednicy 240 mm (rys. 5.13b).

Zaproponowane ukªady zbrojenia pozwalaj¡ speªni¢ warunki konstrukcyjne okre-

±lone przez polsk¡ norm¦ PN-EN-1992-1-1 [33] przy wykonaniu strzemion z pr¦ta φ8 i kla-

sie agresji ±rodowiska XC1, za wyj¡tkiem przekroju prostok¡tnego, który nie speªnia wa-

runku konstrukcyjnego maksymalnego rozstawu pr¦tów podªu»nych podtrzymanych przez

naro»a strzemion. W przeprowadzonych obliczeniach wszystkie dane materiaªowe przyj-

mowano o staªej warto±ci. Wªa±ciwo±ci betonu odpowiadaªy warto±ciom charakterystycz-

nym betonu klasy C30/37 wedªug [33], czyli wytrzymaªo±¢ na ±ciskanie fc = 30 MPa, staªa

Poissona ν = 0,2 oraz moduª Younga Ec = 32 GPa. Wªasno±ci stali zbrojenia poprzecz-

nego odpowiadaj¡ stali zbrojeniowej klasy AIIIn o granicy plastyczno±ci fy = 500 MPa.

Zbrojenie podªu»ne w rozwa»anych modelach zostaªo pomini¦te. Siatki obliczeniowe obej-

mowaªy wyª¡cznie rdze« przekrojów zamkni¦ty zbrojeniem poprzecznym (z uwagi na zja-

wisko spallingu), a wymiar elementu siatki wynosiª 20 mm. Dla ka»dego przekroju wyko-

nano 3 serie oblicze«, przyjmuj¡c w ka»dej z nich inny model konstytutywny betonu. Serie

obejmowaªy 21 wariantów ka»da, gdzie 1 to przekrój pozbawiony uzwojenia (ρT = 0),

a kolejne to warianty ró»ni¡ce si¦ polem przekroju poprzecznego pr¦tów uzwojenia w taki

sposób, »e stopie« zbrojenia poprzecznego zmieniaª si¦ o 0,1 % mi¦dzy kolejnymi wa-

riantami. Gªówn¡ poszukiwan¡ niewiadom¡ byªa ko«cowa (graniczna) warto±¢ napr¦»e«

normalnych wzdªu» osi sªupa. Poszukiwano zwi¡zku mi¦dzy t¡ warto±ci¡ a stopniem zbro-

jenia poprzecznego. Poza tym analizowano rozkªad napr¦»e« poprzecznych w badanych

przekrojach oraz pole przemieszcze«. Wyniki oblicze« zebrano na wykresach oraz planach

warstwicowych.

(a) Przekrój prostok¡tny z pojedynczym strzemieniem. (b) Przekrój koªowy ze
zbrojeniem zwojem.

Rysunek 5.13: Przekroje poprzeczne. Analizowano zakreskowany obszar rdzenia.

Dla poszczególnych przekrojów przedstawiono zale»no±¢ znormalizowanych na-

pr¦»e« w rdzeniu w funkcji stopnia zbrojenia (rys. 5.14, 5.15).
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Rysunek 5.14: Efektywno±¢ skr¦powania w funkcji stopnia zbrojenia poprzecznego � prze-
kroje kwadratowe.
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Rysunek 5.15: Efektywno±¢ skr¦powania w funkcji stopnia zbrojenia poprzecznego � prze-
krój prostok¡tny i koªowy.

Pierwsza rzecz, któr¡ ªatwo zauwa»y¢ to wªa±ciwie liniowa korelacja mi¦dzy wzgl¦d-

nym przyrostem napr¦»e« osiowych w rdzeniu a stopniem zbrojenia poprzecznego w przy-

padku oblicze« prowadzonych przy wykorzystaniu modeli MC i DP oraz nieco krzywoli-

niowy ksztaªt tej relacji przy obliczeniach z wykorzystaniem modelu WW. Sytuacja ta po-

wtarza si¦ we wszystkich przedstawionych przypadkach ksztaªtu przekroju poprzecznego.

Ten stan rzeczy zwi¡zany jest ±ci±le z ksztaªtem poszczególnych powierzchni plastyczno±ci,

a dokªadniej ich ±ladów na pªaszczy¹nie wyznaczonej przez o± hydrostatyczn¡ i punkty

w przestrzeni napr¦»e«, w których dochodzi do uplastycznienia materiaªu rdzenia. Po-
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sªuguj¡c si¦ wspóªrz¦dnymi Haigha�Westergaarda mo»emy powiedzie¢, »e w przypadku

ostrosªupa MC oraz sto»ka DP wraz ze wzrostem ci±nienia ξ liniowo ro±nie warto±¢ pro-

mienia w pªaszczy¹nie dewiatorowej ρ. Z kolei w przypadku pi¦cioparametrowej wersji

warunku WW, wykorzystanej w niniejszych obliczeniach, powierzchnia plastyczna jest

powªok¡ nieobrotow¡ i zwi¡zek mi¦dzy ρ i ξ jest funkcj¡ wymiern¡ o wielomianie 2. stop-

nia w mianowniku. Niemniej liniowa lub zbli»ona do liniowej zale»no±¢ pomi¦dzy stopniem

zbrojenia poprzecznego a przyrostem no±no±ci wynikaj¡cym z uzwojenia przekroju jest

zgodna z wi¦kszo±ci¡ wniosków zawartych w pracach zestawionych w tabelach 2.1, 2.2,

2.3.

Kolejna informacja, jak¡ mo»emy uzyska¢ z przeprowadzonej symulacji, dotyczy

wpªywu wybranego modelu obliczeniowego na rozkªad napr¦»e« kr¦puj¡cych i schemat

pracy rdzenia w stanie peªnego uplastycznienia. W przypadku przekroju koªowego stan

napr¦»enia jest jednorodny i ró»nice takie wªa±ciwie nie wyst¦puj¡ pomi¦dzy modelami,

ale w pozostaªych wariantach s¡ zauwa»alne. Na rysunkach 5.16, 5.17, 5.18 przedstawiono,

na przykªadzie przekroju kwadratowego z pojedynczym strzemieniem, rozkªad pola po-

ziomej skªadowej wektora przemieszczenia oraz kierunki i warto±ci napr¦»e« gªównych

w punktach caªkowania numerycznego przy warto±ci skrócenia sªupa εz = 4 h. Przy

tym odksztaªceniu caªy rdze« znajduje si¦ w stanie peªnego uplastycznienia. Szczególnie

wyró»nia si¦ tu model MC, w którym to zarysowaª si¦ wyra¹nie podziaª na stref¦ efek-

tywnie skr¦powan¡ i stref¦, w której napr¦»enia p normalne w pªaszczy¹nie przekroju

s¡ niewielkie. Przy obliczeniach prowadzonych z wykorzystaniem modeli DP i WW dla

betonu tak»e obserwujemy efektywniej skr¦powany obszar w ±rodkowej cz¦±ci, ale przy

kraw¦dziach przekroju napr¦»enia poprzeczne nie koncentruj¡ si¦ wyª¡cznie wzdªu» prze-

k¡tnych. Podstawowa przyczyna tych ró»nic jest do±¢ oczywista � w modelu MC na wy-

t¦»enie wpªywaj¡ warto±ci dwóch skrajnych napr¦»e« gªównych i w miejscach gdzie jedno

z napr¦»e« poprzecznych jest bardzo maªe lub zerowe (np. ±rodki boków rdzenia kwadrato-

wego) wówczas nie obserwuje si¦ »adnych korzy±ci skr¦powania w tej cz¦±ci przekroju. Dla

kontrastu, gdy obydwa napr¦»enia poprzeczne s¡ dokªadnie sobie równe co do warto±ci,

wówczas zakres plastycznie dopuszczalnych napr¦»e« okre±lonych modelem DP ze sto»-

kiem opisanym dokªadnie pokrywa si¦ z modelem MC. Powierzchnia plastyczna WW jest

prostopadªa do poªudnika wyznaczonego dla k¡ta Lodego θ = 60◦, wi¦c w pobli»u takiego

punktu uplastycznienia prowadzi do uzyskania jako±ciowo zbli»onych rezultatów. Mo»na

zwróci¢ te» uwag¦ � podobnie jak zrobiª to Özetkin [82] prowadz¡c zbli»on¡ analiz¦ ró»nic

mi¦dzy modelem Druckera�Pragera w dwóch wariantach a modelem Mohra�Coulomba �

na wyra¹nie inny kierunek przyrostu odksztaªce« plastycznych w przypadku uplastycznie-

nia w pobli»u kraw¦dzi ostrosªupa Mohra�Coulomba odpowiadaj¡cej zniszczeniu w stanie

trójosiowego ±ciskania (czyli θ ≈ 60◦). Schematycznie zobrazowano to na rys. 5.19. Wów-

czas ka»da maªa zmiana k¡ta Lodego θ punktu uplastycznienia prowadzi do wi¦kszego
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skrócenia promienia ρ przestrzeni napr¦»e« plastycznie dopuszczalnych przy danym po-

ziomie ci±nienia hydrostatycznego ξ ni» w pozostaªych analizowanych przykªadach.

(a) Plan warstwicowy skªadowej poziomej wektora prze-
mieszczenia przy εz = 4h, model DP.

(b) Rozkªad napr¦»e« gªównych w pªaszczy¹nie przekroju
przy εz = 4h, model DP.

Rysunek 5.16: Wpªyw modelu obliczeniowego na pole przemieszczenia i napr¦»enia w sta-
nie peªnego uplastycznienia rdzenia.
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(a) Plan warstwicowy skªadowej poziomej wektora przemieszczenia
przy εz = 4h, model MC.

(b) Rozkªad napr¦»e« gªównych w pªaszczy¹nie przekroju przy εz =
4h, model MC.

Rysunek 5.17: Wpªyw modelu obliczeniowego na pole przemieszczenia i napr¦»enia w sta-
nie peªnego uplastycznienia rdzenia.
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(a) Plan warstwicowy skªadowej poziomej wektora przemieszczenia
przy εz = 4h, model WW.

(b) Rozkªad napr¦»e« gªównych w pªaszczy¹nie przekroju przy εz =
4h, model WW.

Rysunek 5.18: Wpªyw modelu obliczeniowego na pole przemieszczenia i napr¦»enia w sta-
nie peªnego uplastycznienia rdzenia.
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Rysunek 5.19: Schemat kierunku przyrostu odksztaªce« plastycznych rzutowanych na
pªaszczyzn¦ dewiatorow¡. Opis w tek±cie.

5.3. Przekroje o ró»nych proporcjach dªugo±ci boków (przekroje

prostok¡tne)

W tym podrozdziale badany jest wpªyw stosunku dªugo±ci boków w przekro-

jach prostok¡tnych na efektywno±¢ skr¦powania przy zastosowaniu zbrojenia poprzecz-

nego w postaci tradycyjnych,dwuci¦tych strzemion obejmuj¡cych rdze«, co oznacza równe

pole przekroju poprzecznego pr¦tów w obydwu kierunkach. Rozwa»ono przekroje prosto-

k¡tne o stosunkach boków od 1:1 do 3:1, uznaj¡c, »e zastosowanie strzemion dwuci¦tych

w sªupach o wy»szej warto±ci stosunku boków jest konstrukcyjnie nieuzasadnione, gdy»

wskazane byªoby wówczas wprowadzenie zbrojenia wi¡»¡cego przeciwlegªe dªu»sze boki.

W niniejszej serii wykorzystano równolegle trzy modele �zyczne � takie jak w poprzed-

nim podrozdziale � MC i DP z dylatancj¡ i staª¡ warto±ci¡ k¡ta tarcia wewn¦trznego oraz

WW o identycznie jak we wcze±niej opisanym przykªadzie zde�niowanych parametrach

a0, a1, a2, b0, b1, b2. Po uzyskaniu rozwi¡zania dla poszczególnych przekrojów porównano

graniczn¡ warto±¢ ±rednich napr¦»e« w rdzeniu, czyli no±no±¢ przekroju bez uwzgl¦dnienia

siªy przenoszonej przez zbrojenie podªu»ne.

Opis przykªadów obliczeniowych

Badanie polegaªo na przeprowadzeniu oblicze« dla 9 przekrojów o wymiarach caª-

kowitych od 400 mm× 400 mm do 400 mm× 1200 mm ze skokiem co 100 mm na dªugo±ci

jednego z boków. Dodatkowo przyj¦to, »e o± strzemion znajduje si¦ 30 mm od kraw¦dzi

zewn¦trznej oraz w naro»ach jest zakrzywiona wzdªu» ªuku o promieniu 20 mm. Taki pro-

mie« osi pr¦ta uzyskanoby wykonuj¡c strzemiona z pr¦tów ±rednicy φ8 i stosuj¡c si¦ do

zalece« konstrukcyjnych podanych w normie PN-EN-1992-1-1 [33]. Daje to w rezultacie

obszary rdzeni o bokach od 340 mm × 340 mm do 340 mm × 1140 mm z zaokr¡glonymi

naro»ami. We wszystkich symulacjach zastosowano te same materiaªy: beton o wªa±ciwo-
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±ciach odpowiadaj¡cych betonowi C30/37 wedªug [33], czyli wytrzymaªo±ci na ±ciskanie

fc = 30 MPa, staªej Poissona ν = 0,2 oraz module Younga Ec = 32 GPa. Wªa±ciwo±ci

stali przyj¦to o warto±ciach: granica plastyczno±ci fy = 500 MPa jak dla powszechnie

stosowanych w budownictwie stali gatunków np. B500SP, BSt500S, RB500W, a moduª

Younga ustalono za [33] jako Es = 200 GPa. Obliczenia wykonano w dwóch wariantach:

wariant I � we wszystkich przekrojach jest staªa warto±¢ pola przekroju po-

przecznego strzemion oraz staªy jest ich rozstaw. Przy tym zaªo»eniu przyj¦to warto±¢

As = 5 cm2/mb odpowiadaj¡c¡ wykonaniu strzemion φ8 co 100 mm, co jak na wymiary

sªupa i realia wykonawcze jest warto±ci¡ mo»liw¡ do zastosowania. Wówczas stopie« zbro-

jenia poprzecznego zmienia si¦ od ρT = 0,414 % w przypadku najmniejszego przekroju do

ρT = 0,305 % dla najwi¦kszego.

wariant II � we wszystkich próbkach przyjmowano staª¡ warto±¢ stopnia zbroje-

nia zbrojenia poprzecznego ρT = 0,4 %. Efekt ten uzyskiwano zwi¦kszaj¡c pole przekroju

zbrojenia przypadaj¡ce na jednostk¦ dªugo±ci sªupa. Fizycznie efekt taki mo»na uzyska¢

stosuj¡c strzemiona o staªej ±rednicy pr¦tów i dostosowuj¡c ich rozstaw � dla prezen-

towanych modeli odpowiada to strzemieniu φ8 w rozstawie od 103,5 mm dla przekroju

najmniejszego do 76 mm w przypadku przekroju najbardziej wydªu»onego.

Wyniki symulacji zebrano w tabeli 5.2 oraz zobrazowano na poni»szych wykresach

5.20, 5.21:

Rysunek 5.20: Napr¦»enia znormalizowane w funkcji stosunku boków rdzenia, wariant I
� staªe pole przekroju zbrojenia poprzecznego.
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Rysunek 5.21: Napr¦»enia znormalizowane w funkcji stosunku boków rdzenia, wariant II
� staªy stopie« zbrojenia poprzecznego.

Omówienie rezultatów

Na podstawie zaprezentowanych wyników mo»emy dokona¢ kilku interesuj¡cych

obserwacji:

1. Ró»ne modele daªy ró»ni¡ce si¦ wyniki, ale zachowuj¡ si¦ wedªug tego samego

trendu. Najni»sze warto±ci ±rednich napr¦»e« granicznych zaobserwowano dla modelu MC,

ale warto zaznaczy¢, »e ze wzgl¦du na niejednorodny stan napr¦»enia wynik taki byª

oczekiwany (zjawisko zostaªo omówione w punkcie 5.1).

2. Wraz ze wzrostem stosunku dªugo±ci boków rdzenia betonowego, przy staªym

polu przekroju zbrojenia poprzecznego, efektywno±¢ skr¦powania wyra¹nie maleje, za±

przy zachowaniu staªego stopnia zbrojenia maleje zdecydowanie wolniej, wedªug innej

zale»no±ci. Warto w tym miejscu przyjrze¢ si¦ bli»ej powi¡zaniu pola przekroju zbrojenia

poprzecznego AsT i stopnia zbrojenia poprzecznego ρT w omawianym przykªadzie. W ni-

niejszej pracy, podobnie jak w wielu innych publikacjach, stopie« zbrojenia poprzecznego

obliczany jest wedªug zasady obj¦to±ci:

ρT =
VsT

Vc

, (5.1)

gdzie VsT oznacza obj¦to±¢ zbrojenia poprzecznego, a Vc obj¦to±¢ rozwa»anego elementu

»elbetowego. Wielko±ci te odniesione s¡ do jednostkowej dªugo±ci elementu. Je»eli przyj-

miemy oznaczenie AsT jako pole przekroju zbrojenia poprzecznego na jednostkowej dªu-
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go±ci (czyli przekrój pojedynczego strzemienia dzielony przez rozstaw pr¦tów) wówczas

w przybli»eniu uzyskamy nast¦puj¡c¡ zale»no±¢:

ρT =
AsT LsT

Ac

, (5.2)

gdzie dodatkowo Ac wyra»a pole przekroju elementu »elbetowego, gdy jest on pr¦tem

pryzmatycznym, a LsT dªugo±¢ strzemienia. Je»eli wyrazimy dªugo±ci boków prostok¡ta

przez a i b, b > a, odlegªo±¢ osi zbrojenia od kraw¦dzi zewn¦trznej przez c i zaniedbamy

zaokr¡glenie naro»y strzemion wówczas:

ρT =
AsT [2 (a− 2c) + 2 (b− 2c)]

a b
= AsT

2 [a+ b− 4c]

a b
(5.3)

= AsT

2
[
a+ a b

a
− 4c

]
a a b

a

= AsT

2
[
1 + b

a
− 4 c

a

]
a b
a

.

Je»eli stosunek b
a
potraktujemy jako argument funkcji, wówczas mamy do czy-

nienia z funkcj¡ wymiern¡, monotonicznie malej¡c¡ w swojej dziedzinie (okre±lonej jako

D = 〈1,∝)) przy c
a
< 1

4
i d¡»¡c¡ do asymptoty poziomej o równaniu y = 2AsT

a
. Przykªa-

dowy przebieg przedstawiono na rysunku 5.23. Przeprowadzone rozwa»anie wskazuje, »e

zaobserwowana relacja widoczna na wykresach 5.20 jest w peªni uzasadniona. Ponadto

mo»na j¡ uzasadni¢ rozwa»aj¡c zaobserwowany rozkªad napr¦»e« (rys. 5.22) w prostok¡t-

nym przekroju skr¦powanym.

Rysunek 5.22: Rozkªad napr¦»e« poprzecznych w stanie granicznym. Obliczenia z wyko-
rzystaniem modelu Mohra�Coulomba.
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Rysunek 5.23: Stopie« zbrojenia poprzecznego w funkcji stosunku boków prostok¡ta. Przy-
j¦to AsT = 1; a = 1; c = 0,2a.

Przedstawiony rysunek 5.24 obrazuje w sposób przybli»ony obszar efektywnie

skr¦powany zbrojeniem poprzecznym. Zachowuj¡c staª¡ warto±¢ stopnia zbrojenia przy

wydªu»aniu przekroju prostok¡tnego, relatywnie wi¦cej zbrojenia poprzecznego znajduje

si¦ w pobli»u obszaru efektywnie skr¦powanego (krótszy bok prostok¡ta), co z kolei wzmac-

nia efekt skr¦powania w tych obszarach (zakreskowanych na rys. 5.24) na obydwu ko«cach.

Rysunek 5.24: Schemat efektywnie skr¦powanego obszaru przekroju prostok¡tnego okre-
±lony wg propozycji Sheikha [111].
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5.4. Przekroje kwadratowe o ró»nym uksztaªtowaniu zbrojenia

poprzecznego

Opis przykªadów obliczeniowych

Jednym z czynników wpªywaj¡cych potencjalnie na efektywno±¢ skr¦powania

rdzenia jest sposób uksztaªtowania zbrojenia poprzecznego. Bezdyskusyjnie najefektyw-

niejsze jest stosowanie okr¡gªego (osiowosymetrycznego) uzwojenia na koªowym rdzeniu,

ale w przypadku sªupów o przekroju kwadratowym wskazanie optymalnego rozwi¡zania

jest mniej oczywiste. Wprowadzenie wyª¡cznie spiralnego zwoju istotnie ogranicza udziaª

rdzenia w caªkowitym polu przekroju poprzecznego, z kolei zastosowanie wyª¡cznie strze-

mion na obwodzie sprawia, »e obszary w pobli»u ±rodków boków s¡ mniej efektywnie

skr¦powane. W celu znalezienia odpowiedzi na pytanie jak efektywnie wykorzysta¢ zbro-

jenie poprzeczne do zapewnienia dobrych efektów skr¦powania i ostatcznie jak najwy»szej

no±no±ci przekroju przeanalizowano 11 wariantów zbrojenia kwadratowego przekroju. Cz¦-

±ciowo inspirowano si¦ rozwi¡zaniami przedstawionymi we wcze±niej omówionych pracach

[128, 127].

By wydzieli¢ wyª¡cznie wpªyw ksztaªtu zbrojenia poprzecznego rozwa»ono mo-

dele obliczeniowe reprezentuj¡ce przekrój sªupów kwadratowych o boku 400 mm, gdzie

o± zbrojenia poprzecznego znajduje si¦ w odlegªo±ci 30 mm od brzegu przekroju. Przy

zastosowaniu zbrojenia poprzecznego z pr¦tów φ8 lub φ10 pozwala to zapewni¢ otulin¦

25 mm. We wszystkich modelach zastosowano te same materiaªy: rdze« o wªa±ciwo±ciach

odpowiadaj¡cych betonowi klasy C30/37 okre±lonych wedªug normy [33] oraz pr¦ty zbro-

jenia poprzecznego odpowiadaj¡ce stali zbrojeniowej klasy AIIIn o granicy plastyczno±ci

fy = 500 MPa. Poszczególne przekroje ró»ni¡ si¦ polem przekroju zbrojenia poprzecznego

pr¦tów uzwojenia w taki sposób, »e w ka»dym przypadku stopie« zbrojenia poprzecznego

jest równy i ma warto±¢ ρT = 0,5 %. W przekrojach, w których wyst¦powaªy naro»a

strzemion (promie« zaokr¡glenia wyniósª 20 mm) zastosowano zmienn¡ wielko±¢ elemen-

tów siatki obliczeniowej o wymiarach od 4 mm do 40 mm ze zwi¦kszonym zag¦szczeniem

w naro»ach, przy czym porównano wyniki tak»e z siatkami o staªym wymiarze elementów.

Przy pozostaªych modelach wykorzystano podziaª elementami o wymiarach 20 mm.

Poni»ej przedstawiono rozwa»ane ukªady zbrojenia poprzecznego(rys. 5.25, 5.26),

a dalej siatki, wykorzystane w obliczeniach poszczególnych przykªadów (rys. 5.27, 5.28).
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(a) Strzemiona na obwodzie. (b) Strzemiona na obwodzie i uªo»one diago-
nalnie.

(c) Strzemiona na obwodzie i szpilki wi¡»¡ce
boki.

(d) Strzemiona na obwodzie i szpilki na prze-
k¡tnych.

(e) Strzemiona na obwodzie i sze±ciok¡tne we-
wn¡trz.

Rysunek 5.25: Przekroje poprzeczne. Analizowano zakreskowany obszar rdzenia.
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(a) Strzemiona czteroci¦te w jednym kierunku. (b) Strzemiona czteroci¦te w dwóch kierun-
kach.

(c) Cztery równo rozsuni¦te zwoje. (d) Pi¦¢ zwojów, 1 gªówny i 4 naro»ne.

(e) Jeden zwój. (f) Jeden zwój i szpilki poza obrysem rdzenia.
Przekrój poddano dodatkowej prostej analizie
ustalania u»ytecznego obszaru rdzenia.

Rysunek 5.26: Przekroje poprzeczne. Analizowano zakreskowany obszar rdzenia.
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(a) Siatka dla 3 pierwszych modeli z zag¦sz-
czeniem siatki w naro»ach.

(b) Siatka dla 3 pierwszych modeli o staªym
wymiarze elementu.

(c) Siatka z zag¦szczeniem siatki w naro»ach
dla przypadku z rys. 5.25d.

(d) Siatka o staªym wymiarze elementu dla
przypadku z rys. 5.25d.

(e) Siatka z zag¦szczeniem siatki w naro»ach
dla przypadku z rys. 5.25e.

(f) Siatka o staªym podziale dla przypadku
z rys. 5.25e.

Rysunek 5.27: Zastosowane siatki obliczeniowe.
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(a) Siatka z zag¦szczeniem w naro»ach dla
przypadków z rys. 5.26a, 5.26b.

(b) Siatka o staªych wymiarach elementu
dla przypadków z rys. 5.26a, 5.26b.

(c) Siatka dla przypadku 4 zwojów. (d) Siatka dla przypadku 5 zwojów.

(e) Siatka dla przypadku 1 zwoju. (f) Siatka dla przypadku 1 zwoju z dozbro-
jeniem naro»y.

Rysunek 5.28: Zastosowane siatki obliczeniowe.
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Ocena no±no±ci i efektywno±ci skr¦powania ostatniego z prezentowanych prze-

krojów okazaªa si¦ najbardziej problematyczna. Dzieje si¦ tak, poniewa» rdze« obj¦ty

zwojem jest rozszerzony przez zbrojenie liniowe wychodz¡ce poza jego obrys, które do-

datkowo podtrzymuje cz¦±¢ przekroju betonowego znajduj¡cego si¦ na zewn¡trz gªównego

uzwojenia. Aby oceni¢, jaki obszar ulegnie odspojeniu przeanalizowano warto±ci napr¦-

»e« gªównych w punktach caªkowania numerycznego i porównano je z wytrzymaªo±ci¡

betonu na rozci¡ganie. W tym celu w pierwszej kolejno±ci odczytano wyniki napr¦»e«

w punktach Hammera po ostatnim kroku obliczeniowym. Nast¦pnie na szkicu przekroju,

na którym oznaczono poªo»enie punktów caªkowania numerycznego, wytyczono izolini¦

odpowiadaj¡c¡ wytrzymaªo±ci betonu na rozci¡ganie (przewidywane miejsce odspojenia).

Kolejno odczytano wyniki z wcze±niejszych kroków obliczeniowych i sprawdzano, czy na

wcze±niejszym etapie oblicze« nie osi¡gni¦to granicy wytrzymaªo±ci na rozci¡ganie w be-

tonie w obszarze mi¦dzy wyznaczon¡ izolini¡, a rdzeniem zamkni¦tym przez zbrojenie

poprzeczne. W razie potrzeby dokonywano korekty poªo»enia izolinii. Odwrócona kolej-

no±¢ sprawdzenia pozwoliªa uzyska¢ poszukiwany obrys ni»szym nakªadem pracy, przy

mniejszej liczbie korekt. Od ko«cowego wyniku odj¦to siª¦ osiow¡ przypadaj¡c¡ na obszar

ulegaj¡cy odspojeniu. To rozwi¡zanie nie ozdwierciedla w peªni efektu odrzucenia otu-

liny, gdy» nie eliminuje wpªywu napr¦»e« rozci¡gaj¡cych na kraw¦dzi rdzenia i w zwi¡zku

z tym prowadzi do pewnego niedoszacowania warto±ci siªy osiowej. Za rdze« przy dalszych

porównaniach z innymi przekrojami przyj¦to caª¡ powierzchni¦ pozostaªego przekroju

betonowego (rys. 5.29). Podej±cie to miaªo na celu umo»liwi¢ oszacowanie siªy osiowej

w rdzeniu bez konieczno±ci przebudowywania modelu i powtarzania oblicze«.

Rysunek 5.29: Rozszerzony rdze« przekroju ze zbrojeniem zwojem i szpilkami w naro»ach.

Efektywno±¢ zastosowanego zbrojenia porównano w nast¦puj¡cych aspektach:

1. ±rednie napr¦»enie normalne w stanie granicznym w obszarze rdzenia,
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2. siªa osiowa przenoszona przez rdze« w stanie granicznym (uwzgl¦dnia pole

powierzchni rdzenia, które jest ró»ne w ró»nych przypadkach),

3. caªkowita siªa osiowa w przekroju betonowym przed odspojeniem otuliny (obra-

zuje efektywno±¢ zastosowanego zbrojenia poprzecznego przy obci¡»eniach u»ytkowych).

Omówienie wyników � siªa osiowa

W tabeli 5.3 zestawiono wyniki uzyskane przy wykorzystaniu modelu Druckera�

Pragera, który daª ±rednie wyniki spo±ród zastosowanych modeli materiaªowych. Feno-

men ten wyst¦powaª we wcze±niej prezentowanych wynikach i zostaª wcze±niej omówiony.

W kolejnych tabelach przedstawiono wyniki dla pozostaªych dwóch modeli materiaªo-

wych. Niezale»nie od przyj¦tego modelu materiaªowego uzyskano takie samo lub zbli»one

(w przypadku niewiele ró»ni¡cych si¦ rezultatów dla przekrojów z 4 i 5 zwojami wyst¦-

puje odwrócenie kolejno±ci) uszeregowanie przekrojów od najefektywniejszego do najmniej

efektywnego. Jednak»e widoczne byªy ró»nice warto±ci otrzymywane przy ró»nych mode-

lach z zachowaniem nast¦puj¡cych relacji:

1. najwy»sze warto±ci u±rednionych napr¦»e« normalnych w rdzeniu uzyskiwano

przy obliczeniach z wykorzystaniem modelu WW, przy czym w przypadkach mniej efek-

tywnych sposobów zbrojenia warto±ci te byªy zbli»one do modelu DP,

2. w przypadku stosowania zbrojenia w postaci wyª¡cznie okr¡gªych zwojów ró»-

nice wzgl¦dne mi¦dzy modelami DP i MC nie przekraczaªy 1 %,

3. obliczenia z wykorzystaniem modelu MC dawaªy najni»sze warto±ci u±rednio-

nych napr¦»e« normalnych, przy czym ró»nice w stosunku do DP powi¦kszaªy si¦ im mniej

efektywny byª dany sposób ksztaªtowania zbrojenia poprzecznego. Dla najmniej wydaj-

nego sposobu (zwój ze szpilkami) w obliczeniach z modelem MC dla betonu odnotowano

okoªo 3-krotnie ni»szy przyrost no±no±ci ni» okre±lony przy u»yciu modeli DP i WW.

Ostatni punkt mo»na wyja±ni¢ wyra¹nie innym kierunkiem przyrostu odksztaªce«

plastycznych o czym wspomniano w punkcie 5.2 i na rys. 5.19. Ró»nice wynikaj¡ce ze

stosowania ró»nych siatek obliczeniowych dla odpowiednich przykªadów prowadziªy do

uzyskania ró»nic w wynikach na poziomie maksymalnie 0,013 % w przypadku przekroju

z strzemionami wyª¡cznie na obwodzie, w pozostaªych przypadkach przyjmuj¡c warto±ci

poni»ej 0,01% co mo»na uzna¢ za warto±¢ pomijalnie maª¡.

Opieraj¡c si¦ na przedstawionych wynikach mo»emy zauwa»y¢, »e najwy»sze war-

to±ci ±rednich napr¦»e« osiowych w rdzeniu wyst¦puj¡ w przekrojach zbrojonych zwojami.

Zgodnie z oczekiwaniem najefektywniejszy pod tym wzgl¦dem jest ksztaªt pojedynczego

zwoju, który zapewnia jednorodny stan napr¦»enia wewn¡trz rdzenia. Jednak»e zastoso-

wanie tego rozwi¡zania do zbrojenia przekrojów kwadratowych nie jest zbyt racjonalne

ze wzgl¦du na najni»szy udziaª rdzenia w caªkowitej powierzchni przekroju poprzecznego

spo±ród wszystkich zaproponowanych w tym porównaniu przekrojów. Pewn¡ prób¡ ogra-

niczenia tej niedogodno±ci jest propozycja zastosowania 4 mniejszych, rozsuni¦tych zwo-
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Tablica 5.3: Syntetyczne wyniki oblicze« � model Druckera�Pragera.

Pole rdzenia [cm2] 1153 1153 1153 1153 1153 1153
Napr¦»enia
w rdzeniu

[MPa] 36,84 36,95 36,92 36,82 36,95 36,88

Siªa osiowa
w rdzeniu

[MN] 4,248 4,260 4,257 4,245 4,260 4,252

Siªa
caªkowita
z otulin¡

[MN] 5,589 5,601 5,598 5,586 5,601 5,593

Pole rdzenia [cm2] 1153 1064 1109 908 1032
Napr¦»enia
w rdzeniu

[MPa] 36,96 37,67 37,30 38,90 37,52

Siªa osiowa
w rdzeniu

[MN] 4,261 4,008 4,137 3,532 3,872

Siªa
caªkowita
z otulin¡

[MN] 5,602 5,616 5,610 5,608 5,576

jów lub dodanie mniejszych obejmuj¡cych naro»a, albo wyprowadzenie innego zbrojenia

w kierunku naro»y. Efektywno±¢ skr¦powania rdzenia jest wówczas o okoªo 3÷4 % ni»sza,

ale wzrost udziaªu rdzenia w powierzchni przekroju wynosi 13 ÷ 22 %, co w rezultacie

prowadzi do wzrostu siªy osiowej w rdzeniu w stanie granicznym na poziomie 9 ÷ 17 %.

Kolejn¡ grup¡ przekrojów pod wzgl¦dem efektywno±ci skr¦powania rdzenia s¡ pro�le zbro-

jone strzemieniem na obwodzie oraz dodatkowo zbrojeniem poprzecznym zapewniaj¡cym

podtrzymanie boków przekroju. Efektywno±¢ skr¦powania rdzenia jest ni»sza od poje-

dynczego zwoju o okoªo 5 %, ale rdze« obejmuje obszar o prawie 27 % wi¦kszy ni» we

wspomnianym przypadku odniesienia. W tej grupie uzyskiwano najwy»sze warto±ci siªy

osiowej w rdzeniu w stanie granicznym (o okoªo 20 % wy»sze ni» przypadku przekroju

z pojedynczym zwojem). Ostatnia grupa to przekroje wyró»niaj¡ce najsilniejszym skr¦-

powaniem naro»y przekroju. S¡ to: przekrój zbrojony wyª¡cznie prostymi strzemionami

oraz kombinacj¡ strzemion z poprowadzonymi wzdªu» przek¡tnej dodatkowymi pr¦tami.

Ten sposób najmniej efektywnie kr¦puje rdze« (okoªo 5,3 % gorzej ni» pojedynczy zwój),

ale podobnie jak poprzednia grupa obejmuje mo»liwie najwi¦kszy obszar.

Zestawienie siªy w przekroju betonowym pracuj¡cym w fazie przed odspojeniem

otuliny zbrojenia pozwala stwierdzi¢, »e najwy»sze warto±ci siªy osiowej tu» przed zniszcze-
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Tablica 5.4: Syntetyczne wyniki oblicze« � model Mohra�Coulomba.

Pole
rdzenia

[cm2] 1153 1153 1153 1153 1153 1153

Napr¦»enia
w rdzeniu

[MPa] 32,39 34,33 34,18 32,18 34,45 33,06

Siªa osiowa
w rdzeniu

[MN] 3,735 3,958 3,941 3,710 3,972 3,812

Siªa
caªkowita
z otulin¡

[MN] 5,076 5,299 5,282 5,051 5,313 5,153

Pole
rdzenia

[cm2] 1153 1064 1109 908 1032

Napr¦»enia
w rdzeniu

[MPa] 34,73 37,32 37,29 38,90 31,77

Siªa osiowa
w rdzeniu

[MN] 4,004 3,971 4,135 3,532 3,278

Siªa
caªkowita
z otulin¡

[MN] 5,345 5,579 5,608 5,608 4,982

niem mog¡ wyst¡pi¢ w przekrojach zbrojonych 4 lub 5 zwojami, ale najwy»sz¡ no±no±¢

w stanie granicznym przedstawiaj¡ przekroje zbrojone strzemionami z uzupeªniaj¡cym

zbrojeniem podtrzymuj¡cym boki przekroju (przedstawione na rys. 5.25b, 5.25c, 5.25e,

5.26b). Jednak»e ta symulacja nie uwzgl¦dnia zakotwienia pr¦tów, zakªadaj¡c ich ci¡-

gªo±¢ na obwodzie. By uzyska¢ podobne efekty w warunkach wykonawczych konieczne

mogªoby okaza¢ si¦ dodanie znacznych dªugo±ci zakotwie«, które zauwa»alnie wpªyn¦ªoby

na stopie« zbrojenia poprzecznego. Problem taki nie wyst¦puje przy stosowaniu zbrojenia

okr¡gªym zwojem w ksztaªcie helisy.

Omówienie wyników � obszar efektywnie skr¦powany

Jedn¡ z koncepcji uproszczonego opisu zjawiska skr¦powania jest posªugiwanie si¦

koncepcj¡ obszaru efektywnie skr¦powanego [111, 108, 112]. Zamysª ten dobrze korespon-

duje z rezultatami otrzymanymi przy wykorzystaniu modelu MC do opisu zachowania

betonu. W przypadku stosowania zbrojenia w postaci strzemion obserwuje si¦ w stanie

granicznym pojawienie si¦ stref znacznie ró»ni¡cych si¦ warto±ciami i kierunkiem napr¦-
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Tablica 5.5: Syntetyczne wyniki oblicze« � model Willama�Warnkego.

Pole
rdzenia

[cm2] 1153 1153 1153 1153 1153 1153

Napr¦»enia
w rdzeniu

[MPa] 38,98 40,00 39,81 38,86 40,10 39,51

Siªa osiowa
w rdzeniu

[MN] 4,494 4,612 4,590 4,481 4,624 4,556

Siªa
caªkowita
z otulin¡

[MN] 5,835 5,953 5,931 5,822 5,964 5,897

Pole
rdzenia

[cm2] 1153 1064 1109 908 1032

Napr¦»enia
w rdzeniu

[MPa] 40,20 41,59 41,22 43,82 39,5

Siªa osiowa
w rdzeniu

[MN] 4,635 4,425 4,571 3,979 4,080

Siªa
caªkowita
z otulin¡

[MN] 5,976 6,033 6,044 6,055 5,784

»e«, co wida¢ na planach warstwicowych napr¦»e«, rys. od 5.30 do 5.35. Cz¦±¢ przekroju

efektywnie skr¦powana charakteryzuje si¦ napr¦»eniami poprzecznymi o zbli»onych war-

to±ciach, w rozwi¡zywanych zadaniach zwykle okoªo rz¡d ni»sze ni» napr¦»enia osiowe

(ich dokªadna wielko±¢ zale»y od wielu czynników takich jak ksztaªt i stopie« zbrojenia

poprzecznego, dane materiaªowe). Kolejny wyra¹nie zarysowany obszar to strefy wzdªu»

prostych kraw¦dzi strzemion, gdzie napr¦»enia poprzeczne (kr¦puj¡ce) osi¡gaj¡ warto±ci

1�2 rz¦dy ni»sze ni» warto±ci we wcze±niej wspomnianej cz¦±ci przekroju poprzecznego.

Pomi¦dzy nimi widoczny jest obszar o zdecydowanie wi¦kszym gradiencie napr¦»e« po-

przecznych. Dokªadniejsza analiza pozwoliªa odkry¢, »e w niektórych przypadkach w tej

stre�e mog¡ pojawi¢ si¦ napr¦»enia rozci¡gaj¡ce o warto±ci wytrzymaªo±ci na rozci¡ganie,

które nast¦pnie przy dalszym ±ciskaniu przekroju ulegaj¡ redukcji przez p¦czniej¡cy rdze«.

W przypadkach przekrojów zbrojonych zwojami zaobserwowano w przybli»eniu

staªe warto±ci napr¦»e« poprzecznych w poszczególnych podobszarach oraz skokow¡ zmian¦

mi¦dzy tymi cz¦±ciami przekroju. Warto±ci ±rednich napr¦»e« kr¦puj¡cych wykazuj¡ ko-

relacj¦ z lokalnym stopniem zbrojenia poprzecznego, czyli stosunkiem zbrojenia poprzecz-

nego okalaj¡cego dany podobszar do jego powierzchni.
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(a) Strzemiona na obwodzie.

(b) Strzemiona na obwodzie i uªo»one diagonalnie.

Rysunek 5.30: Napr¦»enia gªówne. Stan peªnego uplastycznienia rdzenia, skrócenie po-
dªu»ne εz = 2 h, model MC. 121



(a) Strzemiona na obwodzie i szpilki na bokach.

(b) Strzemiona na obwodzie i szpilki w naro»ach.

Rysunek 5.31: Napr¦»enia gªówne. Stan peªnego uplastycznienia rdzenia, skrócenie po-
dªu»ne εz = 2 h, model MC.
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(a) Strzemiona na obwodzie i sze±ciok¡tne wewn¡trz.

(b) Strzemiona czteroci¦te w jednym kierunku.

Rysunek 5.32: Napr¦»enia gªówne. Stan peªnego uplastycznienia rdzenia, skrócenie po-
dªu»ne εz = 2 h, model MC.
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(a) Strzemiona czteroci¦te w dwóch kierunkach.

(b) Cztery równo rozsuni¦te zwoje.

Rysunek 5.33: Napr¦»enia gªówne. Stan peªnego uplastycznienia rdzenia, skrócenie po-
dªu»ne εz = 2 h, model MC.
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(a) Pi¦¢ zwojów, 1 gªówny i 4 naro»ne.

(b) Jeden zwój.

Rysunek 5.34: Napr¦»enia gªówne. Stan peªnego uplastycznienia rdzenia, skrócenie po-
dªu»ne εz = 2 h, model MC.
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(a) Jeden zwój i szpilki poza obwodem rdzenia.

Rysunek 5.35: Napr¦»enia gªówne. Stan peªnego uplastycznienia rdzenia, skrócenie po-
dªu»ne εz = 2 h, model MC.

Nale»y zaznaczy¢, »e przeprowadzone symulacje wskazaªy, »e przy ksztaªtowaniu

zbrojenia poprzecznego istotne jest mo»liwie peªne obj¦cie przekroju, które pozwoli uzy-

ska¢ jak najwi¦kszy rdze«. Samo poprowadzenie zbrojenia poprzecznego przy zachowaniu

tego samego stopnia zbrojenia okazaªo si¦ mniej istotnym czynnikiem, którego wpªyw na

ko«cow¡ no±no±¢ jest rz¦du ±5 %. Najefektywniejsz¡ drog¡ jest zmniejszanie stref sªabo

skr¦powanych, co mo»na uzyska¢ stosuj¡c uzwojenie okr¡gªymi zwojami lub przez skra-

canie odcinków podtrzymanych przez poprzecznie dochodz¡ce pr¦ty. Spostrze»enia te s¡

zgodne z obserwacjami bada« prezentowanych w rozdziale drugim lecz mo»na zaznaczy¢,

»e w nielicznych pracach pojawiaªo si¦ porównanie wi¦kszej liczby ksztaªtów zbrojenia

poprzecznego ni» 3�4 (zwykle przekrój koªowy ze zbrojeniem koªowym jako punkt od-

niesienia, strzemiona na obwodzie w przekroju kwadratowym i pojedyncze dodatkowe

przekroje).

Badanie wpªywu podziaªu zbrojenia poprzecznego mi¦dzy zwoje

w przypadku przekroju kwadratowego z 5 zwojami (rys. 5.26d)

Seria obj¦ªa ª¡cznie 20 przykªadów o identycznym ksztaªcie i staªych materiaªo-

wych, które ró»niªy si¦ polem przekroju pr¦tów tworz¡cych cztery zwoje naro»ne oraz je-
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den gªówny w zakresie od 1:10 do 2:1. �¡czny udziaª zbrojenia poprzecznego we wszystkich

przeprowadzonych symulacjach odpowiadaª stopniowi zbrojenia poprzecznego ρT = 0,5 %.

Wyniki przedstawiono na wykresie (rys. 5.36) w postaci znormalizowanego napr¦»enia we-

wn¡trz rdzenia przekroju w funkcji stosunku pola przekroju pr¦ta zwojów zewn¦trznych

do pola przekroju pr¦ta zwoju wewn¦trznego.

Rysunek 5.36: Znormalizowane napr¦»enia w rdzeniu w stanie granicznym, w funkcji sto-
sunku pola przekroju pr¦ta zwojów naro»nych do pola przekroju pr¦ta zwoju gªównego,
ρT = 0,5 %, model DP.

Przeprowadzona seria oblicze« wykazaªa maªe zró»nicowanie (okoªo 1,9 % przyro-

stu no±no±ci rdzenia) pomi¦dzy poszczególnymi wynikami bez wyra¹nej i monotonicznej

zale»no±ci mi¦dzy tymi wielko±ciami. Charakter zmienno±ci oraz jej rz¡d wskazuj¡ na

numeryczne ¹ródªo ró»nic, wynikaj¡ce chocia»by z zaokr¡glenia pola powierzchni pr¦tów

do 3 cyfr znacz¡cych i mo»liwe niewielkie odchyªki od zaªo»onego stopnia zbrojenia po-

przecznego.

5.5. Przekroje o nietypowym ksztaªcie

Uzwojenie przekroju wkl¦sªego na przykªadzie przekroju w ksztaªcie �L�

Przedstawiony poni»ej przykªad prezentuje porównanie skuteczno±ci uzwojenia

przekroju wkl¦sªego (przekrój kwadratowy o boku 60 cm z wyci¦tym w jednym naro»u

kwadratem o boku 30 cm) trzema rodzajami zbrojenia poprzecznego (rys. 5.37) � pierw-
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sze wykonane z strzemion prostok¡tnych na obwodzie, drugie podobne z dodanym pr¦tem

ª¡cz¡cym dwa ramiona przekroju (zwane dalej zbrojeniem zszywaj¡cym), oraz trzecie

wykonane z pi¦ciu okr¡gªych zwojów. Wykorzystano w tym celu zaprezentowany w pracy

model obliczeniowy w trzech wariantach w zakresie opisu zachowania rdzenia betonowego.

We wszystkich przeprowadzonych symulacjach wykorzystano dane materiaªowe maj¡ce

odpowiada¢ tym samym materiaªom. Dla stali zbrojenia poprzecznego s¡ to granica pla-

styczno±ci fy = 500 MPa oraz moduª Younga Es = 200 GPa. Staªe materiaªowe dla betonu

przyj¦to tak jak w wi¦kszo±ci serii: Ec = 32 GPa, staªa Poissona ν = 0,2 i wytrzyma-

ªo±¢ na ±ciskanie fc = 30 MPa. Pozostaªe parametry typowe dla poszczególnych modeli

materiaªu okre±lono zgodnie z opisem zamieszczonym w podrozdziale 5.1. Analizie pod-

dano wyª¡cznie rdze« przekroju z pomini¦ciem zbrojenia podªu»nego. Promienie naro»y

strzemion wynosiªy 20 mm. We wszystkich analizowanych przypadkach przekrój zbroje-

nia poprzecznego dobierano tak by stopie« zbrojenia poprzecznego byª równy ρT = 0,5 %.

W miejscach gdzie dwa strzemiona pokrywaj¡ si¦ stosowano podwójne pole przekroju

pr¦ta. Prezentowane dalej wyniki uzyskano przy u»yciu siatek o wymiarze elementu 2 cm.

Przy obliczeniach z wykorzystaniem modeli DP i MC obci¡»enie zwi¦kszano w 50 krokach,

przy wykorzystaniu modelu WW podzielono je na 500 przyrostów. Czas trwania oblicze«

wynosiª okoªo 14-18 s w wariantach gdzie beton opisano modelami DP oraz MC oraz okoªo

900 s w wariantach z kryterium plastyczno±ci WW.

Przedstawiono 2 zestawienia. W pierwszym z nich na wykresach (rys. 5.38, 5.39)

umieszczono ª¡cznie wyniki zwi¡zane z 3 modelami betonu dla tego samego typu prze-

kroju. Pozwala to wskaza¢ zakres spodziewanego przyrostu no±no±ci uzwojonego rdze-

nia. W drugim (rys. 5.40, 5.41) zestawieniu poª¡czono rozwi¡zania dla poszczególnych

rodzajów zbrojenia poprzecznego uzyskane przy tym samym kryterium plastyczno±ci be-

tonu, co z kolei uªatwia porównanie efektywno±ci uzwojenia poszczególnych przekrojów.

Dodatkowo w tablicy 5.6 przedstawiono podstawowe informacje o napr¦»eniach i siªach

granicznych w poszczególnych wariantach.
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(a) Przekrój wariant I, prosty ukªad strzemion. (b) Przekrój wariant II, prosty ukªad strzemion
z dodatkowym zbrojeniem zszywaj¡cym.

(c) Przekrój wariant III, zbrojenie zwojami.

Rysunek 5.37: Rysunki rozwa»anych przekrojów. Zakreskowano obszar rdzenia poddany
analizie numerycznej. Zbrojenie podªu»ne nie byªo uj¦te w modelu obliczeniowym.
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(a) Przekrój wariant I, prosty ukªad strzemion.

(b) Przekrój wariant II, prosty ukªad strzemion z dodatkowym zbrojeniem zszy-
waj¡cym.

Rysunek 5.38: Znormalizowane napr¦»enie osiowe wewn¡trz rdzenia w funkcji skrócenia
podªu»nego. Zestawiono wyniki dla danego przekroju odpowiadaj¡ce trzem modelom be-
tonu.
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(a) Przekrój wariant III, zbrojenie zwojami.

Rysunek 5.39: Znormalizowane napr¦»enie osiowe wewn¡trz rdzenia w funkcji skrócenia
podªu»nego. Zestawiono wyniki dla danego przekroju odpowiadaj¡ce trzem modelom be-
tonu.

(a) Porównanie no±no±ci rdzenia wg modelu DP.

Rysunek 5.40: Porównanie efektywno±ci skr¦powania rdzenia przy ró»nych modelach ma-
teriaªowych dla betonu.
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(a) Porównanie no±no±ci rdzenia wg modelu MC.

(b) Porównanie no±no±ci rdzenia wg modelu WW.

Rysunek 5.41: Porównanie efektywno±ci skr¦powania rdzenia przy ró»nych modelach ma-
teriaªowych dla betonu.

Wyniki nie daj¡ jednoznacznej odpowiedzi, który z przedstawionych sposobów

ksztaªtowania zbrojenia poprzecznego jest najefektywniejszy i do ich poprawnej inter-

pretacji pomocne b¦dzie do±wiadczenie wyniesione z serii obliczeniowych wery�kuj¡cych

poprawno±¢ omawianego modelu.
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Tablica 5.6: Syntetyczne wyniki symulacji.

Pole
rdzenia

[cm2] 2012 2012 1785

Model DP MC WW DP MC WW DP MC WW
Napr¦»enia
w rdzeniu

[MPa] 36,40 32,37 38,34 36,44 32,31 38,29 37,57 37,56 41,90

Siªa
osiowa

w rdzeniu

[MN] 7,323 6,512 7,713 7,331 6,500 7,703 6,708 6,706 7,481

Siªa
caªkowita
z otulin¡

[MN] 9,388 8,577 9,778 9,396 8,565 9,768 9,452 9,450 10,22

Po pierwsze daje si¦ zauwa»y¢, »e warto±ci napr¦»e« normalnych w rdzeniu uzy-

skane z oblicze« bazuj¡cym na modelu DP wykazuj¡ stosunkowo niedu»e ró»nice nieza-

le»nie od uksztaªtowania zbrojenia: 21 % do 25 % przyrostu no±no±ci w omawianych przy-

padkach. Przy wykorzystaniu modelu MC dla betonu przyrost ten mie±ci si¦ w zakresie

od 7,7 % do 25 %, a przy modelu WW od 28 % do 40 %. Nale»y zaznaczy¢, »e w ostatnim

przypadku pomimo, »e spodziewany byª wy»szy wynik ni» przy pozostaªych modelach

z powodu zastosowania stowarzyszonego prawa pªyni¦cia to jednak rezultat obci¡»ony jest

niepewno±ci¡ zwi¡zan¡ ze sztywnym przyj¦ciem parametrów funkcji plastyczno±ci, które

skalibrowane zostaªy na innym zadaniu. Po zebraniu wi¦kszej ilo±ci informacji dotycz¡cych

konkretnego betonu (5 sposobów zniszczenia próbek opisane w pracy [124]) pozwoli on

bardziej precyzyjnie oszacowa¢ no±no±¢ badanych przekrojów. Z kolei model MC wykazaª

w 2 pierwszych przypadkach istnienie obszarów nieefektywnie skr¦powanych, co te» daje

rezultat w postaci wyra¹nie ni»szych wyników przyrostu no±no±ci tych przekrojów.

Ponadto zauwa»amy, »e najwy»sze warto±ci napr¦»e« niezale»nie od przyj¦tego

modelu uzyskano w przekroju, w którym zastosowano zbrojenie poprzeczne wykonane ze

zwojów. Oba pozostaªe przekroje pomimo innego rozªo»enia tej samej ilo±ci stali pozwa-

laªy uzyska¢ zbli»one rezultaty. Co wi¦cej, podobne obszary pozostawaªy nieefektywnie

skr¦powanych.

Poza warto±ci¡ napr¦»e« normalnych w rdzeniu istotny jest udziaª rdzenia w caª-

kowitej powierzchni przekroju, z czego wynika warto±¢ siªy osiowej, któr¡ mo»e on prze-

nie±¢ w stanie granicznym. Tutaj zbrojenie zwojami wypada nieco gorzej ni» strzemiona

rozªo»one na obwodzie i w ostatecznym uj¦ciu niweluje to lub ogranicza (zale»nie od

przyj¦tego modelu) wcze±niej wspomniane korzy±ci.
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Na podstawie wcze±niej zebranych do±wiadcze« mo»na przypuszcza¢, »e w zada-

niu, gdzie mo»emy spodziewa¢ si¦ wyst¡pienia istotnych obszarów nieefektywnie skr¦po-

wanych (wzdªu» dªugich odcinków prostych na kraw¦dzi rdzenia mi¦dzy punktami przy-

trzymanymi poprzecznie) stosowanie modelu MC jest bardziej zachowawczym wyborem

ni» DP ze sto»kiem opisanym na ostrosªupie MC (tak jak tu uczyniono), który mo»e

skutkowa¢ przeszacowaniem no±no±ci w takich przypadkach. Najbardziej optymistyczne

rezultaty uzyskane dzi¦ki stosowaniu modelu WW w oparciu wyª¡cznie o jedn¡ znan¡

staª¡ materiaªow¡, oraz zaªo»one relacje pomi¦dzy pozostaªymi nale»y traktowa¢ z jeszcze

wi¦ksz¡ ostro»no±ci¡.

Uzwojenie przekroju niejednospójnego na przykªadzie sªupa o przekroju

pier±cieniowym

Wykorzystanie sªupów o przekroju poprzecznym niejednospójnym nie jest tak

powszechne jak wykonywanie elementów peªnych i je»eli pojawia si¦ ju» w literaturze

zwykle wyst¦puje jest jako alternatywna, l»ejsza forma sªupa CFST z wewn¦trznym pªasz-

czem stalowym. Przedstawione poni»ej warianty zadania nie maj¡ »adnego dodatkowego

zbrojenia wewn¦trznej, swobodnej kraw¦dzi przekroju. Wówczas nale»y spodziewa¢ si¦

du»ych ró»nic mi¦dzy warto±ciami napr¦»e« gªównych kr¦puj¡cych, co pozwoli oceni¢ jak

w takiej sytuacji prezentuj¡ si¦ rozwi¡zania uzyskane z wykorzystaniem poszczególnych

modeli betonu.

Rozwa»ono kilka wariantów pier±cieniowego przekroju sªupa. Punktem wyj±cia

jest przekrój o ±rednicy zewn¦trznej równej 600 mm i wewn¦trznej 400 mm,ze zbroje-

niem obwodowym wyª¡cznie na zewn¦trznym brzegu. Stopie« zbrojenia poprzecznego

rozwa»ano w dwóch wariantach ρT = 0,5 % i ρT = 2,0 %, i odniesiony jest do przekroju

betonowego rdzenia. Kolejny analizowany przekrój tak»e jest pier±cieniem o ±rednicy ze-

wn¦trznej równej 600 mm i wewn¦trznej 200 mm, identycznie zbrojony o stopniu zbro-

jenia poprzecznego ρT = 0,5 %. Jako uzupeªnienie przedstawiono wyniki analizy sªupa

o przekroju kwadratowym (z zaokr¡glonymi naro»ami) o boku rdzenia 340 mm z central-

nie umieszczonym otworem o ±rednicy 200 mm. Staªe materiaªowe przyj¦to podobnie jak

w innych przykªadach: dla stali zbrojenia poprzecznego Es = 200 GPa, fy = 500 MPa, dla

betonu Ec = 32 GPa, fc = 30 MPa, νc = 0,2. Zbrojenie podªu»ne w omawianym przy-

kªadzie nie wyst¦puje. Dodatkowo, chocia» podstawowe zadanie jest osiowosymetryczne,

wykorzystano ogólny schemat PSO opisany w pracy, dyskretyzuj¡c jedn¡ ¢wiartk¦ obszaru

i wprowadzaj¡c warunki brzegowe na osiach symetrii. Obszar zdyskretyzowano elemen-

tami trójk¡tnymi sze±ciow¦zªowymi na siatce o wymiarze elementu 20 mm. Obliczenia

przeprowadzono w 3 wariantach stosuj¡c ró»ne warunki plastyczno±ci. Dla pierwszego

z wymienionych przykªadów powtórzono równie» obliczenia przy wykorzystaniu siatki

o wymiarze elementu 10 mm.
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Na rysunkach 5.42�5.45 przedstawiono rozkªad napr¦»e« gªównych przy skróce-

niu podªu»nym sªupa εz = 4 h w postaci krzy»y o dªugo±ci ramion proporcjonalnej do

warto±ci bezwzgl¦dnej i kierunku odpowiadaj¡cym kierunkowi napr¦»enia, które obra-

zuj¡. Kolor niebieski przypisano warto±ciom ujemnym (±ciskanie) za± czerwony dodatnim

(rozci¡ganie). Obok umieszczono warstwice drugiego napr¦»enia gªównego (ekstremalne

±ciskanie w pªaszczy¹nie przekroju). Ilustracja ta ma za zadanie pokaza¢ zachowanie me-

chaniczne sªupa skr¦powanego w zale»no±ci od przyj¦tego modelu uplastycznienia rdzenia

betonowego. Inny charakter pracy przekªada si¦ na uzyskanie ró»nych oszacowa« warto-

±ci ±rednich granicznych napr¦»e« w osi sªupa, których obliczone warto±ci przedstawiono

w tabeli 5.7.

Tablica 5.7: �rednie warto±ci osiowego napr¦»enia granicznego w sªupach z otworami.

Model
betonu

ρT [%]

0,5 0,5 2,0 0,5
DP

[MPa]
34,934 34,929 49,325 34,841

MC 34, 326 32,622 40,192 30,974
WW 37,785 37, 243 53,972 36, 641

W tabeli 5.7 przedstawiono wyniki ±rednich granicznych napr¦»e« uzyskanych

przy wykorzystaniu siatki elementów o wymiarze 20 mm. Obliczenia powtórzone dla jed-

nego z przykªadów przy g¦stszej siatce daªy bardzo zbli»one rezultaty. Porównuj¡c warto-

±ci zebrane w tabeli dostrzegamy, »e przy tym samym stopniu zbrojenia w modelach DP

i WW wzgl¦dne ró»nice ±rednich napr¦»e« granicznych pomi¦dzy poszczególnymi przekro-

jami nie przekraczaj¡ 2 %. Rezultaty uzyskane przy u»yciu modelu MC ró»ni¡ si¦ istotnie,

daj¡c przy ρT = 0,5 % przyrost no±no±ci od nieco ponad 3 % do ponad 14 % zale»nie od

przekroju. Najwi¦ksze ró»nice pojawiaj¡ si¦ w sytuacji gdy ró»nica pomi¦dzy dwoma na-

pr¦»eniami gªównymi w pªaszczy¹nie przekroju osi¡ga najwi¦ksze warto±ci. Najgorzej pod

tym wzgl¦dem zachowuje si¦ przekrój kwadratowy z otworem � nieosiowo�symetryczny.

Dodatkowo mo»na odnotowa¢, »e we wcze±niej prezentowanych przykªadach przekrojów

jednospójnych, w których wyst¦powaªy obszary o okr¡gªym zbrojeniu poprzecznym ró»-

nice w wynikach uzyskiwanych przy wykorzystaniu modelu DP i MC zwykle byªy znikome.
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(a) Plan warstwicowy napr¦»e« gªównych ±ciskaj¡cych (równole»-
nikowa skªadowa napr¦»enia).

(b) Napr¦»enia gªówne w punktach caªkowania numerycznego.

Rysunek 5.42: Napr¦»enia gªówne, pier±cie« 600/400 mm, ρT = 0,5 %, model DP.
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(a) Plan warstwicowy napr¦»e« gªównych ±ciskaj¡cych (równole»-
nikowa skªadowa napr¦»enia).

(b) Napr¦»enia gªówne w punktach caªkowania numerycznego.

Rysunek 5.43: Napr¦»enia gªówne, pier±cie« 600/400 mm, ρT = 2,0 %, model DP.
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(a) Plan warstwicowy napr¦»e« gªównych ±ciskaj¡cych (równole»-
nikowa skªadowa napr¦»enia).

(b) Napr¦»enia gªówne w punktach caªkowania numerycznego.

Rysunek 5.44: Napr¦»enia gªówne, pier±cie« 600/200 mm, ρT = 0,5 %, model DP.
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(a) Plan warstwicowy napr¦»e« gªównych ±ciskaj¡cych.

(b) Napr¦»enia gªówne w punktach caªkowania numerycznego.

Rysunek 5.45: Napr¦»enia gªówne, przekrój kwadratowy z otworem, ρT = 0,5 %, model
DP.
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Wówczas warto±ci dwóch napr¦»e« gªównych w pªaszczy¹nie przekroju byªy do siebie zbli-

»one, za± w przedstawionych tu przykªadach ró»nice s¡ istotne. Ekstremalne warto±ci bez-

wzgl¦dne minimalnych napr¦»e« poprzecznych σII (w przekrojach osiowosymetrycznych

s¡ to skªadowe równole»nikowe) s¡ kilkukrotnie wy»sze od warto±ci bezwzgl¦dnych σI �

drugiego z napr¦»e« gªównych w pªaszczy¹nie przekroju. Ponadto ekstrema wyst¦puj¡ na

przeciwnych brzegach przekroju, a dodatkowo napr¦»enia prostopadªe do wewn¦trznego

otworu, z braku oddziaªywa« zewn¦trznych, s¡ równe zeru. Prowadzi to do zachodzenia

mechanizmu opisanego przy podsumowaniu przykªadów przedstawionych w punkcie 5.2.

Podsumowuj¡c, otwór wewn¡trz rdzenia nie stanowi przeszkody przy wykorzy-

staniu przedstawionego modelu do okre±laniu no±no±ci przekroju uzwojonego. Rezultaty

symulacji s¡ spójne z obserwacjami czynionymi w przypadkach przekrojów jednospójnych.

Wewn¦trzny, nieobci¡»ony brzeg przekroju, na którym wyst¦puj¡ znaczne ró»nice warto±ci

mi¦dzy napr¦»eniami gªównymi σI i σII sprawia, »e stosowanie modelu opartego o waru-

nek plastyczno±ci Mohra�Coulomba prowadzi do istotnego, �zycznie nieuzasadnionego

zani»enia warto±ci napr¦»e« osiowych.

5.6. Podsumowanie

Wykorzystuj¡c proponowany model obliczeniowy w zró»nicowanych zadaniach,

poczyniono obserwacje dotycz¡ce jego dziaªania oraz spostrze»enia zwi¡zane z prac¡ me-

chaniczn¡ sªupa betonowego skr¦powanego zbrojeniem poprzecznym. Gªówne spostrze»e-

nia dotycz¡ce uzyskanych rezultatów s¡ nast¦puj¡ce:

1. Wykorzystane do rozwi¡zania zadania metody umo»liwiaj¡ uzyskanie zbie»nego roz-

wi¡zania.

2. Zastosowany w wi¦kszo±ci przypadków, w których wykorzystano kryterium Druc-

kera�Pragera lub Mohra�Coulomba do opisu plastyczno±ci betonu podziaª obci¡»enia

na 50 kroków okazaª si¦ wystarczaj¡cy. Zmniejszenie warto±ci przyrostów obci¡»enia

nie prowadziªo do zmiany rezultatów. W tej grupie przykªadów obliczeniowych wy-

starczaj¡ce byªo do 100 iteracji by uzyska¢ stan równowagi przy zaªo»onej wielko±ci

bª¦du wzgl¦dnego o warto±ci 10−3.

3. W przypadkach, w których wykorzystano kryterium Willama�Warnkego konieczne

byªo stosowanie mniejszych przyrostów obci¡»enia. W wi¦kszo±ci przypadków wystar-

czaj¡ce byªo zastosowanie podziaªu na 200 kroków, chocia» wyst¡piªy sytuacje wyma-

gaj¡ce jeszcze mniejszych przyrostów. Uzyskanie bª¦du wzgl¦dnego na poziomie 10−3

wymagaªo do 200 iteracji, ale w wi¦kszo±ci analizowanych przypadków ich liczba byªa

mniejsza ni» 100.

4. Pod wzgl¦dem czasu oblicze« warianty modelu wykorzystuj¡ce warunki plastyczno±ci

DP lub MC s¡ porównywalne, za± wykorzystanie kryterium WW wymaga przy tej

samej siatce obliczeniowej 10�20 razy wi¦cej czasu.
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5. Rezultaty uzyskiwane przy u»yciu modelu MC wskazuj¡ najni»sze warto±ci obci¡»e-

nia granicznego, z kolei uzyskane przy u»yciu modelu WW (przy zaproponowanych

warto±ciach staªych materiaªowych wobec braku dokªadniejszych informacji) w wi¦k-

szo±ci przypadków wskazywaªy najwy»sze wielko±ci obci¡»enia granicznego. Wyj¡tek

stanowiªy przekroje o ksztaªtach zbrojenia innych ni» zªo»onych z okr¡gªych zwojów,

przy jednocze±nie wysokiej mocy zbrojenia poprzecznego. Wówczas najwy»sze warto±ci

no±no±ci przekroju uzyskuje si¦ stosuj¡c model DP.

6. Przy braku dokªadniejszych informacji o materiale stosowanie modelu 5-parametrowego

Willama�Warnkego obarczone jest niepewno±ci¡ przyj¦cia staªych materiaªowych.

7. W przypadku stosowania zbrojenia poprzecznego wyª¡cznie w postaci okr¡gªych zwo-

jów w obszarach jednospójnych modele MC i DP prowadz¡ do bardzo zbli»onych re-

zultatów. We wszystkich innych przypadkach (gdy dwa napr¦»enia gªówne kr¦puj¡ce

ró»ni¡ si¦ co do warto±ci) wykorzystanie modeli MC i DP o takich samych parame-

trach, w zaproponowanej konstrukcji warunków plastyczno±ci sprawia, »e oszacowanie

napr¦»e« granicznych uzyskane z wykorzystaniem modelu MC jest zawsze nie wi¦ksze

ni» uzyskane za pomoc¡ modelu DP.

8. Stosowanie modelu MC (który w warunku plastyczno±ci nie uwzgl¦dnia po±redniego

co do warto±ci napr¦»enia gªównego) w przekrojach z kraw¦dziami obszaru rdzenia

o zerowych lub prawie zerowych napr¦»eniach na brzegu skutkuje znacznym zani»e-

niem prognozowanej warto±ci siªy osiowej w porównaniu z pozostaªymi rozwa»anymi

modelami zachowania betonu.

Na podstawie przeprowadzonych symulacji poczyniono nast¦puj¡ce obserwacje dotycz¡ce

zjawiska skr¦powania rdzenia betonowego zbrojeniem poprzecznym:

1. Racjonalne zastosowanie zbrojenia poprzecznego przynosi wy»szy przyrost no±no±ci

przekroju skr¦powanego poddanego osiowemu ±ciskaniu ni» identyczna ilo±¢ zbrojenia

podªu»nego. Dodatkowo (co nie zostaªo bezpo±rednio wykazane w przedstawionych

symulacjach) poprawia odksztaªcalno±¢ w zakresie fazy plastycznej, ale nie wpªywa na

popraw¦ no±no±ci przy zginaniu i ±ciskaniu z du»ym mimo±rodem.

2. Wpªyw zbrojenia poprzecznego na sztywno±¢ osiow¡ w zakresie spr¦»ystym ksztaª-

tuje si¦ na poziomie wzrostu sztywno±ci o okoªo ∆Ec ≈ 0,4 ρTEc. Ró»nice zale»¡ od

ksztaªtu zbrojenia poprzecznego oraz ksztaªtu przekroju i w analizowanych przykªa-

dach nie przekraczaj¡ 10 %.

3. Najistotniejsze czynniki wpªywaj¡ce na przyrost no±no±ci przekroju skr¦powanego to

ksztaªt rdzenia, stopie« zbrojenia poprzecznego, granica plastyczno±ci stali zbrojenio-

wej oraz wytrzymaªo±¢ betonu na ±ciskanie.

4. Sposób ksztaªtowania zbrojenia poprzecznego w przekroju kwadratowym wpªywa w za-

kresie okoªo 20 % na przyrost no±no±ci rdzenia.

5. Efektywno±¢ skr¦powania (wzgl¦dny przyrost no±no±ci rdzenia) zale»y od wytrzyma-

ªo±ci betonu na ±ciskanie i relacja ta jest w przybli»eniu odwrotnie proporcjonalna.
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6. Zbyt intensywne zbrojenie poprzeczne nie zostanie w peªni wykorzystane przed znisz-

czeniem przekroju tzn. mo»liwe s¡ sytuacje, w których przy odksztaªceniach odpowia-

daj¡cych zniszczeniu przekroju betonowego nie zostanie osi¡gni¦ta granica plastycz-

no±ci w pr¦tach zbrojenia poprzecznego.

Porównanie proponowanego modelu z wybranymi procedurami

przedstawionymi w rozdziale 2.2

Przeprowadzono porównanie granicznych warto±ci napr¦»e« osiowych w rdzeniu

uzyskanych ró»nymi metodami na przykªadzie przekroju kwadratowego ze zbrojeniem

poprzecznym w postaci strzemion na obwodzie jako mo»liwie prostego i typowego zadania,

zarazem nieosiowo�symetrycznego. Przyj¦to nast¦puj¡ce zaªo»enia:

1. geometria odpowiada zadaniu przedstawionemu na rysunku (5.25a) czyli bok przekroju

ma 40 cm wraz z otulin¡, za± bok rdzenia 34 cm,

2. zbrojenie poprzeczne w postaci pr¦ta φ8 w rozstawie 50 mm, co daje stopie« zbrojenia

poprzecznego w odniesieniu do caªego przekroju ρT = 0,85 % lub o odniesieniu do

rdzenia ρT = 1,18 %,

3. zbrojenie podªu»ne wyst¦puje wyª¡cznie w naro»ach,

4. wytrzymaªo±¢ betonu na ±ciskanie wynosi fc = 30 MPa, wytrzymaªo±¢ stali na roz-

ci¡ganie wynosi fy = 500 MPa, moduªy Younga odpowiednio Ec = 32 GPa, Es =

200 GPa, staªa Poissona betonu νc = 0,2,

5. w przypadku braku innych wytycznych napr¦»enia poprzeczne (kr¦puj¡ce) okre±lano

na podstawie najpowszechniej stosowanego w literaturze przybli»enia σT = ρT fs
2
, które

daje wynik zbli»ony do uzyskiwanych numerycznie przy u»yciu omawianego w pracy

modelu.

Analizuj¡c wyniki zestawione w tabeli 5.8, w której przedstawiono warto±ci gra-

nicznych napr¦»e« osiowych w rdzeniu betonowym zauwa»amy, »e rezultaty wykonanych

symulacji nie odbiegaj¡ istotnie od uzyskanych innymi metodami. Bli»ej mediany wypa-

daj¡ rozwi¡zania uzyskane przy wykorzystaniu warunków plastyczno±ci DP i WW ni»

uzyskane z warunkiem MC. Co prawda dwa najni»sze wyniki za [107, 58] uzyskano przy

u»yciu procedur przewidzianych przy stosowaniu zbrojenia zewn¦trznego z wªókien z two-

rzyw sztucznych lecz pojawiaj¡ si¦ i inne, wcze±niejsze prace sugeruj¡ce zbli»one warto±ci,

jak cho¢by wg [108], która zwraca gªówn¡ uwag¦ na redukcj¦ obszaru efektywnie skr¦-

powanego. Zalet¡, która wyró»nia zastosowan¡ w niniejszej dysertacji metod¦ jest mo»-

liwo±¢ analizowania przekroju o dowolnym ksztaªcie i przebiegu zbrojenia poprzecznego.

Jednocze±nie pozwala stosunkowo precyzyjnie oszacowa¢ graniczn¡ warto±¢ napr¦»e« nor-

malnych w przekroju.



Tablica 5.8: Wybrane metody okre±lania no±no±ci przekroju uzwojonego.

Metoda �rednie napr¦»enia
osiowe w stanie
granicznym
fcc [MPa]

Napr¦»enia
poprzeczne
σT [MPa]

Uwagi / istotne
parametry

PN-EN-1992 [33] fcc = 41,25 σT > 0,05fc

ModelCode2010 [51] fcc = 40,716 σT = 1,431 rdze«
prostok¡tny

Considére 1903 [21, 54] fcc = 59,16 σT = 2,95
Richart 1929 [97] fcc = 42,095

σT = 2,95
Richart 1934 [98] fcc = 37,30 k = 4
Freudenthal 1933 [37, 54] fcc = 47,70 σT = 2,95 ρ ≤ 3%
Mörsch 1950 [71, 54] fcc = 45,93 σT = 5,31
Olszak 1954 [77, 78] fcc = 40,49 σT = 3,178 σT < 0,3fc

Rüsch�Stöckl 1969 [102, 54] fcc = 44,75 σT = 2,95 νc = 1
5

Newman�Newman 1969
[73]

fcc = 45,10

Stöckl�Menne 1975
[114, 54]

fcc = 41,57

Müller 1975 [72, 54] fcc = 46,28 γ = 2,7589
Park�Priestley 1981 [88, 84] fcc = 35,90
Sheikh�Uzmeri 1982 [108] fcc = 34,06
Ahmad�Shah 1982 [3] fcc = 42,55 σT

fc
≤ 0,68

Fa�tis�Shah 1985 [34] fcc = 36,39
Mander�Park 1988 [64] fcc = 42,44 σT = 1,431
Saaticioglu�Razvi1992
[103, 93]

fcc = 37,65 σT = 1,164 fs = fyt

k2 = 0,3947
El-Dash�Ahmad 1994 [30] fcc = 37,07 σT = 2,95
Karabinis�Kiousis 1994 [52] fcc = 62,82
Cusson�Paultre 1995 [23] fcc = 42,42 BWW
Attard�Setunge 1996
[10, 105]

fcc = 46,66 k = 0,61568

Hoshikuma 1997 [46] fcc = 34,48 σT = 0,59 α = 0,2 kwadrat
Imran 2001 [48] fcc = 45,61
Shehata 2002 [107] fcc = 32,51 CFRP, przekrój

kwadratowy
Bousalem�Chikh 2007 [15] fcc = 36,27 σT = 1,431 σT jak u

Mandera [64]
Moghadam 2010 [69] fcc = 38,33 σT = 1,431 σT jak w [64]
Eid 2010 [29] fcc = 44,79 fs = fyt

Lingola 2011 [58] fcc = 33,79 FRP
Awang 2013 [11, 79] fcc = 41,01 BWW,

zbrojenie
aktywne

DP fcc = 41,21 σT = 2,897
MC fcc = 33,92 σT = 2,899
WW fcc = 43,65 σT = 2,897
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6. Podsumowanie

W niniejszej dysertacji przedstawiono tematyk¦ okre±lania no±no±ci przekroju be-

tonowego sªupa ze zbrojeniem poprzecznym. W my±l zasady ekonomii my±lenia gªówny

nacisk poªo»ono na optymalizacj¦ procesu projektowania. Przyjmowane zaªo»enia, które

ograniczyªy uniwersalno±¢ modelu, pozwoliªy w przypadkach, gdzie skr¦powanie przynosi

najwi¦ksze korzy±ci uzyska¢ rozwi¡zania du»o ni»szym nakªadem obliczeniowym. Skupie-

nie si¦ na sªupach ±ciskanych osiowo umo»liwiªo sformuªowanie problemu jako zadania

dwuwymiarowego, w którym analizowany obszar ogranicza si¦ do przekroju poprzecznego

sªupa. Wykorzystanie odksztaªce« podªu»nych (oznaczaj¡cych skrócenie sªupa) w roli ob-

ci¡»enia pozwala w pierwszej kolejno±ci okre±li¢ rozkªad napr¦»e« w rozwa»anym prze-

kroju i na tej podstawie, znale¹¢ warto±¢ graniczn¡ siªy osiowej. Zastosowanie spr¦»y-

sto�plastycznych modeli materiaªu dla betonu i stali zbrojenia poprzecznego oraz dwupa-

rametrowych funkcji plastyczno±ci z niestowarzyszonym prawem pªyni¦cia plastycznego

okazaªo si¦ w peªni wystarczaj¡ce by w zadaniach kontrolnych wynikami nie odbiega¢ od

procedur opartych na bardziej zªo»onych modelach matematycznych lub wyprowadzonych

bezpo±rednio na podstawie wyników bada« eksperymentalnych. Dodatkowo przedstawione

rozwi¡zanie zagadnienia skr¦powania rdzenia betonowego pozwala analizowa¢ przekroje

o praktycznie dowolnym ksztaªcie, wykorzystuj¡c do dyskretyzacji obszaru elementy trój-

k¡tne krzywoliniowe.

Dzi¦ki wykorzystaniu tej swobody projektowania, w zamieszczonych przykªadach

obliczeniowych, wykazano, »e w przekrojach kwadratowych bardziej optymalne prowadze-

nie zbrojenia poprzecznego pozwala uzyska¢ do 20 % lepsze efekty skr¦powania ni» przy

stosowaniu najprostszych rozwi¡za«. Ponadto zauwa»ono, »e przedstawiony w dyserta-

cji model wykorzystuj¡cy kryterium plastyczno±ci Mohra�Coulomba jest niedostatecznie

uniwersalny, a jego wykorzystanie powinno by¢ ograniczone do przekrojów ze zbroje-

niem poprzecznym w formie okr¦gów. Z kolei stosowanie warunku pi¦cioparametrowego

Willama�Warnkego jest uzasadnione gªównie w sytuacji gdy znane s¡ warto±ci pi¦ciu

staªych materiaªowych. Bazowanie na relacjach zaczerpni¦tych z literatury pozwala uzy-

ska¢ wyniki (na podstawie przeprowadzonym w dysertacji porówna« mo»na uzna¢ je za

wiarygodne), które w wi¦kszo±ci wypadków s¡ najmniej zachowawcze. Dodatkowo s¡ one

osi¡gane du»o wi¦kszym kosztem obliczeniowym gªównie z powodu wi¦kszej zªo»ono±ci

warunku plastyczno±ci oraz wolniejszej zbie»no±ci procedury iteracyjnej. Wobec powy»-

szych, w takiej sytuacji stosownym kompromisem mi¦dzy dokªadno±ci¡ a wydajno±ci¡

wydaje si¦ by¢ stosowanie warunku plastyczno±ci Druckera�Pragera w wariancie sto»ka
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opisanego na ostrosªupie Mohra�Coulomba do opisu plastyczno±ci betonu. Wykorzystanie

w modelu niestowarzyszonego prawa pªyni¦cia poprawiªo dodatkowo jako±¢ odwzorowania

bez zauwa»alnego pogorszenia wydajno±ci programu.

Caªo±¢ uzyskanych rezultatów prowadzi do wniosku, »e udaªo si¦ zrealizowa¢

gªówny cel pracy, którym byªo przedstawienie prostego modelu zjawiska skr¦powania sªupa

betonowego z wykorzystaniem metod numerycznych. Zaprezentowany model stanowi u»y-

teczne narz¦dzie mog¡ce z powodzeniem sªu»y¢ do rozwi¡zywania zagadnie« in»ynierskich,

do których zostaª przygotowany.

Gªówne cechy pracy

� Prezentacja prostego, spójnego i uniwersalnego w zakresie geometrii przekroju modelu

zjawiska skr¦powania sªupów betonowych zbrojeniem poprzecznym.

� Zastosowanie uogólnionego pªaskiego stanu odksztaªcenia w modelowaniu zjawiska

skr¦powania.

� Obliczenia prowadzone z wykorzystaniem przemieszczeniowego uj¦cia metody elemen-

tów sko«czonych.

� Stosowanie elementów sko«czonych klasy C0 o kwadratowych funkcjach ksztaªtu, dla

elementów pr¦towych stosowanie elementów przenosz¡cych wyª¡cznie siª¦ podªu»n¡.

� Zastosowanie nieliniowych �zycznie modeli materiaªu (spr¦»ysto�plastycznych) do mo-

delowania rdzenia betonowego oraz pr¦tów uzwojenia.

� Przegl¡d rozwa»anych do implementacji warunków plastyczno±ci betonu o ró»nym

stopniu rozbudowania funkcji plastyczno±ci (w tym ró»nej liczby i rodzaju parametrów

materiaªowych) i funkcji potencjaªu plastycznego.

� Przegl¡d literatury bada«, opisu i modelowania numerycznego zjawiska skr¦powania

betonu zbrojeniem poprzecznym.

� Wykonanie serii oblicze« pokazuj¡cych wpªyw poszczególnych czynników na no±no±¢

przekroju.

� Wykonanie serii oblicze« w celu zbadania wpªywu ksztaªtowania trasy zbrojenia po-

przecznego w przekrojach kwadratowych na efektywno±¢ wykorzystania jego pracy ze

wzgl¦du na no±no±¢ przekroju.

� Sprawdzenie dziaªania poprawno±ci przedstawionego modelu w zadaniach kontrolnych

i porównanie rozwi¡za« z rozwi¡zaniami uzyskanymi innymi metodami.



A. Dodatek

Ta cz¦±¢ pracy skªada si¦ z czterech podrozdziaªów, z których ka»dy dotyczy

odr¦bnych zagadnie« zwi¡zanych z gªównym tematem pracy. Pierwszy ma na celu przy-

woªanie i wyja±nienie symboli podstawowych poj¦¢, które wykorzystywano w dyserta-

cji bez wcze±niejszego de�niowania. Drugi i trzeci prezentuj¡ alternatywne podej±cia do

rozwi¡zania zagadnienia spr¦»ysto�plastycznego, które jednak nie zostaªy wykorzystane

w prezentowanym modelu obliczeniowym, ale s¡ pomocne w zrozumieniu mechanizmu

plastyczno±ci tzn. ustalania pól napr¦»enia i odksztaªcenia poprzez caªkowanie zwi¡z-

ków �zycznych po osi¡gni¦ciu granicy plastyczno±ci w analizowanych obszarach zadania.

Czwarty podrozdziaª obejmuje przykªady obliczeniowe obrazuj¡ce wpªyw staªych materia-

ªowych na osi¡gane efekty skr¦powania przekroju betonowego. Pokazuj¡ one relacje, które

s¡ obszernie opisane w literaturze, uzyskane dla trzech prezentowanych modeli �zycznych

betonu. Pozwala to dodatkowo oceni¢ poprawno±¢ przedstawionego rozwi¡zania.

A.1. De�nicje

Tensor napr¦»enia. Aksjator i dewiator

Na wst¦pie wprowad¹my opis stanu napr¦»enia. Dla dowolnego kartezja«skiego

ukªadu wspóªrz¦dnych tensor napr¦»enia, nazwijmy go σ, ma 9 skªadowych, przy czym

tylko 6 niezale»nych. Zwi¡zki wpªywaj¡ce na zmniejszenie liczby niezale»nych skªadowych

z 9 do 6 wynikaj¡ z konieczno±ci speªnienia warunków równowagi:

σij =

σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 . (A.1)

Równania równowagi Naviera maj¡ posta¢:

σij,j + bi = 0, (A.2)

gdzie bi � skªadowe wektora siª obj¦to±ciowych, na przykªad grawitacyjnych. Z zasady

zachowanie kr¦tu wynika równanie:

σij = σji. (A.3)
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Zatem tensor napr¦»enia na podstawie wzorów (A.1) oraz (A.3) mo»na przedstawi¢ w po-

staci:

σij =

σ11 σ12 σ13

σ12 σ22 σ23

σ13 σ23 σ33

 . (A.4)

W ka»dym punkcie analizowanego obszaru, rozwi¡zuj¡c zagadnienie warto±ci wªa-

snych tensora, mo»emy przedstawi¢ stan napr¦»enia w postaci 3 warto±ci gªównych. Opis

taki uzupeªniaj¡ warto±ci kosinusów kierunkowych okre±laj¡ce ukªad gªówny (w którym

przedstawione s¡ napr¦»enia gªówne) wzgl¦dem globalnego ukªadu wspóªrz¦dnych. Je»eli

w rozwa»aniach pojawiaj¡ si¦ napr¦»enia gªówne w losowej lub uporz¡dkowanej kolejno±ci,

stosowane jest nast¦puj¡ce rozró»nienie:

� nieuporz¡dkowane:

σ1, σ2, σ3,

� uporz¡dkowane nierosn¡co:

σI, σII, σIII.

Z tensora napr¦»e« wydzieli¢ mo»na cz¦±¢ kulist¡ σA � aksjator i od±rodkow¡

σD � dewiator. Cz¦±¢ kulista reprezentuje ci±nienie hydrostatyczne � równomierne roz-

ci¡ganie/±ciskanie i w konsekwencji prowadzi do zmian obj¦to±ci, za± cz¦±¢ od±rodkowa

odpowiada za odksztaªcenia postaciowe

σA
ij =


1
3
I1 0 0

0 1
3
I1 0

0 0 1
3
I1

 , (A.5)

σD
ij =

σ11 − 1
3
I1 σ12 σ13

σ12 σ22 − 1
3
I1 σ23

σ13 σ23 σ33 − 1
3
I1

 , (A.6)

gdzie I1 oznacza pierwszy niezmiennik stanu napr¦»enia.

Opis stanu napr¦»enia przez niezmienniki

Do opisu stanu napr¦»enia w sytuacji, gdy badane jest wyt¦»enie materiaªu, wy-

godne jest stosowanie niezmienników tensora napr¦»enia. Niezale»nie od wyboru ukªadu

wspóªrz¦dnych ich warto±ci s¡ staªe. Poni»ej przedstawiono ich de�nicje.
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Pierwszy niezmiennik tensora stanu napr¦»enia:

I1 = σ11 + σ22 + σ33 = σI + σII + σIII. (A.7)

Drugi niezmiennik tensora stanu napr¦»enia:

I2 =

∣∣∣∣∣ σ11 σ12

σ12 σ22

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ σ11 σ13

σ13 σ33

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ σ22 σ23

σ23 σ33

∣∣∣∣∣ =

= σ11 σ22 − σ2
12 + σ11 σ33 − σ2

13 + σ22 σ33 − σ2
23 =

= σI σII + σI σIII + σII σIII. (A.8)

Trzeci niezmiennik tensora stanu napr¦»enia:

I3 =

∣∣∣∣∣∣∣
σ11 σ12 σ13

σ12 σ22 σ23

σ13 σ23 σ33

∣∣∣∣∣∣∣ = σ11 σ22 σ33 + 2σ12 σ13 σ23 +

− (σ11 σ
2
23 + σ22 σ

2
13 + σ33 σ

2
12) = σI σII σIII. (A.9)

Ponadto w praktyce przydatne jest posªugiwanie si¦ równie» niezmiennikami de-

wiatora stanu napr¦»enia. Dla odró»nienia od niezmienników peªnego tensora, które s¡

oznaczane wielk¡ liter¡ I, te s¡ oznaczone J .

Pierwszy niezmiennik tensora dewiatora stanu napr¦»enia ma staª¡ warto±¢:

J1 = (σ11 −
1

3
I1) + (σ22 −

1

3
I1) + (σ33 −

1

3
I1) = I1 − I1 = 0. (A.10)

Drugi niezmiennik tensora dewiatora stanu napr¦»enia jest równy:

J2 =

∣∣∣∣∣ σ11 − 1
3
I1 σ12

σ12 σ22 − 1
3
I1

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ σ11 − 1
3
I1 σ13

σ13 σ33 − 1
3
I1

∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣ σ22 − 1
3
I1 σ23

σ23 σ33 − 1
3
I1

∣∣∣∣∣ =

(
σ11 −

1

3
I1

)(
σ22 −

1

3
I1

)
− σ2

12 +

+

(
σ11 −

1

3
I1

)(
σ33 −

1

3
I1

)
− σ2

13 +

(
σ22 −

1

3
I1

)(
σ33 −

1

3
I1

)
− σ2

23 =

=
1

6

[
(σI − σII)

2 + (σI − σIII)
2 + (σII − σIII)

2] . (A.11)

Trzeci niezmiennik tensora dewiatora stanu napr¦»enia wyra»a si¦ nast¦puj¡co:
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J3 =

∣∣∣∣∣∣∣
σ11 − 1

3
I1 σ12 σ13

σ12 σ22 − 1
3
I1 σ23

σ13 σ23 σ33 − 1
3
I1

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

(
σ11 −

1

3
I1

)(
σ22 −

1

3
I1

)(
σ33 −

1

3
I1

)
+ 2σ12 σ13 σ23 +

−
[(
σ11 −

1

3
I1

)
σ2

23 +

(
σ22 −

1

3
I1

)
σ2

13 +

(
σ33 −

1

3
I1

)
σ2

12

]
=

=
1

27
(2σI − σII − σIII) (2σII − σI − σIII) (2σIII − σI − σII) . (A.12)

Opis stanu napr¦»enia przez niezmienniki (p,q,r)

System (p,q,r) jest cz¦sto stosowany w odniesieniu do materiaªów sypko�spoistych,

takich jak grunty czy skaªy, a tak»e dla betonów. Najcz¦±ciej wykorzystywany jest do opisu

modeli Mohra�Coulomba i Druckera�Pragera. Relacje do wcze±niej przedstawionych nie-

zmienników tensora stanu napr¦»enia przedstawiono poni»ej:

p =
1

3
I1, (A.13)

q =
√

3J2, (A.14)

r = 3
3

√
1

2
J3. (A.15)

Opis stanu napr¦»enia we wspóªrz¦dnych Haigha�Westergaarda.

System wspóªrz¦dnych cylindrycznych (ξ, ρ, θ) Haigha�Westergaarda jest w wielu

sytuacjach wygodny przy zmianie z wcze±niej zde�niowanego ukªadu kartezja«skiego (σ1,

σ2, σ3) gdy» zachowuje t¦ sam¡ skal¦ napr¦»e« i ma czyteln¡ interpretacj¦: ξ � wspóª-

rz¦dna na osi ci±nienia hydrostatycznego, ρ � odlegªo±¢ od osi ci±nienia hydrostatycznego

na pªaszczy¹nie dewiatorowej, θ � k¡t Lodego � k¡t obrotu w pªaszczy¹nie dewiatoro-

wej mi¦dzy przyj¦tym kierunkiem odniesienia a kierunkiem zde�niowanym przez punkt

obrazuj¡cy stan napr¦»enia w przestrzeni napr¦»e«.

ξ =
1√
3
I1 =

√
3p, (A.16)

ρ =
√

2J2 =

√
2

3
q, (A.17)
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cos(3θ) =
3
√

3

2

J3√
J3

2

=

(
r

q

)3

. (A.18)

Na podstawie wzoru (A.18) k¡t θ w zakresie 0◦− 60◦ mo»na oblicza¢ nast¦puj¡co

[59]:

θ =
1

3
arccos

(
3
√

3

2

J3√
J3

2

)
=

1

3
arccos

((
r

q

)3
)
. (A.19)

Tensor maªego odksztaªcenia

W prowadzonych analizach wykorzystywany jest tensor maªego odksztaªcenia ε

wprowadzony przez Cauchy'ego.

εij =

ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33

 . (A.20)

Poszczególne skªadowe zde�niowane s¡ wedªug nast¦puj¡cej reguªy:

εij =
1

2
(ui,j + uj,i), (A.21)

gdzie u oznacza wektor przemieszczenia. Bezpo±rednio z równania (A.21) wynika symetria

tensora wzgl¦dem gªównej przek¡tnej, co oznacza, »e liczba jego niezale»nych skªadowych

jest równa 6. Zatem mo»emy przedstawi¢ go w postaci:

εij =

ε11 ε12 ε13

ε12 ε22 ε23

ε13 ε23 ε33

 . (A.22)

A.2. Caªkowanie zwi¡zków konstytutywnych wzgl¦dem czasu

metod¡ jawn¡

Rozwi¡zanie metod¡ jawn¡ nie zostaªo wykorzystane w algorytmach u»ytych do

przygotowania przykªadów obliczeniowych zamieszczonych w niniejszej pracy. Ten sposób

poszukiwania stanu napr¦»enia i odksztaªcenia po uplastycznieniu opiera si¦ na obliczaniu

przyrostów na podstawie rozwi¡zania z poprzedniego kroku obci¡»enia. W ogólno±ci algo-

rytm ten jest mniej dokªadny od zastosowanej i opisanej w gªównej cz¦±ci pracy metody

niejawnej. Przygotowuj¡c poni»sze wyprowadzenie wykorzystano opisy metody zawarte

w [20, 19, 85].
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Przyrost mno»nika plastycznego

Wychodz¡c z zaªo»enia, »e pr¦dko±¢ tensora odksztaªcenia (3.6)

ε̇ij = ε̇e
ij + ε̇p

ij,

oraz zwi¡zków konstytutywnych (3.7)

ε̇e
ij = Cijkl σ̇kl, ε̇p

ij = λ̇
∂G

∂σij
,

tensor pr¦dko±ci odksztaªcenia mo»e zosta¢ wyra»ony nast¦puj¡co:

ε̇ij =
İ1

9K
δij +

ṡij
2GKirchhoff

+ λ̇
∂G

∂σij
, (A.23)

gdzie K i GKirchhoff to odpowiednio moduª odksztaªcalno±ci obj¦to±ciowej (Helmholtza)

i moduª odksztaªcalno±ci postaciowej (Kirchho�a). Rozwi¡zuj¡c powy»sze równanie wzgl¦-

dem ṡij uzyskamy:

ṡij = 2GKirchhoff ε̇ij − 2GKirchhoff λ̇
∂G

∂σij
− 2GKirchhoff

9K
İ1 δij. (A.24)

Mo»emy zauwa»y¢, »e je»eli λ̇ > 0, to przyrost warto±ci funkcji plastyczno±ci musi by¢

zerowy, gdy» napr¦»enia pozostaj¡ zawsze na jej powierzchni, zatem:

∂F

∂σij
σ̇ij = 0. (A.25)

Zarazem:

σ̇ij = ṡij +
1

3
İ1 δij. (A.26)

Jednocze±nie İ1 mo»emy wyrazi¢ wykorzystuj¡c równanie (A.23) i podstawiaj¡c i = j co

pozwoli nam uzyska¢ nast¦puj¡cy rezultat:

İ1 = 3K

(
ε̇kk − λ̇

∂G

∂σij
δij

)
. (A.27)

Dokonuj¡c podstawienia do równania (A.25) równa« (A.26), (A.24), (A.27) otrzymujemy

nast¦puj¡ce równanie:

∂F

∂σij

[
2GKirchoff ε̇ij − 2GKirchoff λ̇

∂G

∂σij
+ (A.28)

+

(
1− 2GKirchhoff

3K

)(
ε̇kk − λ̇

∂G

∂σmn
K δmn

)
δij

]
= 0,
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z którego wynika, »e:

λ̇ =
2GKirchhoff

∂F
∂σij

ε̇ij +
(
K − 2

3
GKirchhoff

)
∂F
∂σii

ε̇jj

2GKirchhoff
∂F
∂σmn

∂G
∂σmn

+
(
K − 2

3
GKirchhoff

)
∂F

∂σmm
∂G
∂σnn

. (A.29)

Budowa macierzy spr¦»ysto�plastycznej

Do przedstawienia zachowania materiaªu w fazie spr¦»ystej wystarcza znana z teo-

rii spr¦»ysto±ci posta¢ macierzy spr¦»ystej Dijkl, która stanowi punkt wyj±cia do dalszych

rozwa»a«.

Dijkl = 2GKirchhoff δik δjl +

(
K − 2

3
GKirchhoff

)
δij δkl. (A.30)

By móc przedstawi¢ relacj¦ napr¦»enie�odksztaªcenie w stanie plastycznym ana-

logicznie jak w zadaniu spr¦»ystym, konieczne b¦dzie wprowadzenie macierzy spr¦»y-

sto�plastycznej, któr¡ oznaczmy jako Dep
ijkl. Wówczas:

σ̇ij = Dep
ijkl ε̇kl. (A.31)

Wykorzystuj¡c równania (A.26), (A.24), (A.27), w przypadku materiaªu izotro-

powego mo»emy zapisa¢ nast¦puj¡c¡ zale»no±¢:

σ̇ij = 2GKirchhoff ε̇ij +

(
K − 2

3
GKirchhoff

)
ε̇kk δij − (A.32)

− λ̇

[(
K − 2

3
GKirchhoff

)
∂G

∂σij
δij + 2GKirchhoff

∂G

∂σij

]
.

Mo»na przy tym zauwa»y¢, »e z równania da si¦ wyznaczy¢ dewiator pr¦dko±ci tensora

odksztaªcenia:

ėij = ε̇ij −
1

3
ε̇ij δij. (A.33)

Jednocze±nie, zwa»ywszy, »e funkcj¦ plastyczno±ci F (σij) przedstawiono w rozdziale 3. jako

F (I1, J2, J3). Pochodn¡ ∂F
∂σij

mo»na przedstawi¢ w postaci:

∂F

∂σij
=
∂F

∂I1

∂I1

∂σij
+
∂F

∂J2

∂J2

∂σij
+
∂F

∂J3

∂J3

∂σij
, (A.34)

przy czym, jak pokazano w [19]:

∂I1

∂σij
= δij, (A.35)

∂J2

∂σij
= sij, (A.36)
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∂J3

∂σij
= sik skj −

2

3
J2 δij. (A.37)

Analogicznie post¡pi¢ mo»na z funkcj¡ potencjaªu plastycznego G(σij), która w anali-

zowanych w pracy modelach Druckera�Pragera oraz Mohra�Coulomba jest powi¡zana

z funkcj¡ plastyczno±ci. Ostatecznie równanie (A.32) przybiera posta¢:

σ̇ij = 2GKirchhoff ėij +K ε̇kk δij − (A.38)

− λ̇

[
3K

∂G

∂I1

δij + 2GKirchhoff

(
∂G

∂J2

sij +
∂G

∂J3

(
sik skj −

2

3
J2 δij

))]
.

Wprowadzaj¡c te same podstawienia do równania (A.29) uzyskamy:

λ̇ =
1

H

[
3K

∂F

∂I1

ε̇kk + 2GKirchhoff

(
∂F

∂J2

sij +
∂F

∂J3

(
sil slj −

2

3
J2 δij

))
ε̇ij

]
, (A.39)

gdzie H jest wyra»one nast¦puj¡co:

H = 2GKirchhoff
∂F

∂σij

∂G

∂σij
+

(
K − 2

3
GKirchhoff

)
∂F

∂σmm

∂G

∂σnn
= (A.40)

= 9K
∂F

∂I1

∂G

∂I1

+ 2GKirchhoff

(
∂F

∂I1

δij +
∂F

∂J2

sij +
∂F

∂J3

(
sik skj −

2

3
J2 δij

))
·

·
(
∂G

∂I1

δij +
∂G

∂J2

sij +
∂G

∂J3

(
sil slj −

2

3
J2 δij

))
− 6GKirchhoff

∂F

∂I1

∂G

∂I1

.

Maj¡c powy»sze na wzgl¦dzie macierz spr¦»ysto�plastyczn¡ uzyskamy rozwijaj¡c wyra»e-

nie:

Dep
ijkl = 2GKirchhoff δik δjl +

(
K − 2

3
GKirchhoff

)
δij δkl −

1

H
HF
ij H

G
kl, (A.41)

gdzie odpowiednio:

HF
ij = 3K

∂F

∂I1

δij + 2GKirchhoff

[
∂F

∂J2

sij +
∂F

∂J3

(
sik skj −

2

3
J2 δij

)]
, (A.42)

HG
kl = 3K

∂G

∂I1

δkl + 2GKirchhoff

[
∂G

∂J2

skl +
∂G

∂J3

(
skm sml −

2

3
J2 δkl

)]
. (A.43)

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e macierz spr¦»ysto�plastyczna, która umo»liwia obli-

czenie przyrostów napr¦»e«, jest uzale»niona od stanu napr¦»enia w poprzednim kroku.
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Oznacza to, »e po ka»dym kolejnym przyro±cie obci¡»enia, które wywoªuje odksztaªcenia

plastyczne, macierz spr¦»ysto�plastyczna wymaga aktualizacji warto±ci.

A.3. Równania Prandtla�Reussa

W rozdziale 4. przedstawiono sposób aktualizacji napr¦»e« i odksztaªce« plastycz-

nych w uj¦ciu ogólnym. W przypadku elementów jednowymiarowych, które wykorzysty-

wano do modelowania zbrojenia poprzecznego wystarczaj¡ce jest prostsze podej±cie, które

tu przedstawiono, opieraj¡c si¦ gªównie na [20, 19].

Przywoªane w punkcie 3.2 równanie (3.6), okre±laj¡ce pr¦dko±¢ odksztaªce«, wy-

maga wyznaczenia wielko±ci przyrostów mno»nika plastycznego λ. W pierwszej kolejno±ci

przedstawmy caªkowity przyrost ε̇p
ij jako sum¦ cz¦±ci dewiatorowej i kulistej:

ε̇p
ij = ėp

ij +
1

3
ε̇p
kk δij, (A.44)

gdzie ep
ij to dewiator tensora odksztaªce« plastycznych, za± kropka nad wyra»eniem ozna-

cza pochodn¡ wzgl¦dem czasu (pr¦dko±¢).

Rysunek A.1: Schemat obrazuj¡cy warunek ortogonalno±ci odksztaªce« plastycznych dla
materiaªu Prandtla�Reussa. Ograniczeniem przestrzeni napr¦»e« plastycznie dopuszczal-
nych jest warunek Hubera. Przyrosty odksztaªce« plastycznych s¡ prostopadªe do osi
hydrostatycznej, wi¦c nie wywoªuj¡ zmiany obj¦to±ci.

Ponadto, jak zauwa»ono w [136], materiaª idealnie plastyczny po osi¡gni¦ciu stanu

plastycznego nie zmienia obj¦to±ci, co oznacza, »e:

1

3
ε̇p
kk = 0, (A.45)

jednocze±nie pozwala to speªni¢ warunek ortogonalno±ci przyrostów odksztaªcenia do po-

wierzchni plastycznej, a równanie (A.44) upraszcza si¦ do postaci:

ε̇p
ij = ėp

ij. (A.46)

Analogiczne mo»emy rozªo»y¢ na dwa skªadniki tensor napr¦»enia:
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σij = sij +
1

3
σkk δij, (A.47)

gdzie sij jest dewiatorem tensora napr¦»enia.

Nale»y zauwa»y¢, »e cz¦±¢ kulista tensora napr¦»e« wywoªa zmian¦ obj¦to±ci je-

dynie w spr¦»ystym zakresie pracy materiaªu. Ci±nienie hydrostatyczne nie wpªynie na

odksztaªcenia po uplastycznieniu st¡d przyrosty odksztaªce« plastycznych mo»na wyrazi¢

w postaci:

ε̇p
ij = λ̇sij, (A.48)

co prowadzi wprost do równa« Prandtla�Reussa:

ε̇p
11 =

2

3
λ̇

[
σ11 −

1

2
(σ22 + σ33) ,

]
(A.49)

ε̇p
22 =

2

3
λ̇

[
σ22 −

1

2
(σ33 + σ11)

]
,

ε̇p
33 =

2

3
λ̇

[
σ33 −

1

2
(σ11 + σ22)

]
,

ε̇p
12 = λ̇ σ12,

ε̇p
23 = λ̇ σ23,

ε̇p
31 = λ̇ σ31.

Powy»szy ukªad równa« wi¡»e poszczególne skªadowe przyrostu odksztaªce« pla-

stycznych ze skªadowymi stanu napr¦»enia, lecz w dalszym ci¡gu konieczne jest ustalenie

pr¦dko±ci mno»nika plastycznego. Wychodz¡c z równania (A.48) mo»emy zapisa¢ nast¦-

puj¡ce równania:

ε̇p
1

s1

=
ε̇p

2

s2

=
ε̇p

3

s3

= λ̇. (A.50)

Wykorzystuj¡c równania Prandtla�Reussa, poszukujemy rozwi¡zania wzgl¦dem

niewiadomej λ̇. Chen [20] przedstawia to rozwi¡zanie w nast¦puj¡cej postaci:

λ̇ =
dēp

√
J2

, (A.51)

gdzie dēp jest przyrostem efektywnych odksztaªce« plastycznych obliczonych nast¦puj¡co:

dēp =

√
1

2
ėp
ij ė

p
ij, (A.52)

co z kolei mo»na rozwin¡¢ do postaci:

155



dēp =

{
1

6

[
(ε̇p

11 − ε̇
p
22)2 + (ε̇p

22 − ε̇
p
33)2 + (ε̇p

33 − ε̇
p
11)2
]

+ (ε̇p
12)2 + (ε̇p

23)2 + (ε̇p
31)2

}1/2

.

(A.53)

Wykorzystuj¡c ponadto przedstawion¡ w równaniu (3.15) posta¢ funkcji plastycz-

no±ci Hubera�Misesa ostatecznie dochodzimy do równa«:

λ̇ =
√

3
dēp

σy
, (A.54)

ε̇p
ij =
√

3
dēp

σy
sij. (A.55)

Powy»sze rozwa»ania opieraªy si¦ na wykorzystaniu materiaªu liniowo spr¦»y-

stego�idealnie plastycznego z warunkiem plastyczno±ci Hubera�von Misesa�Hencky'ego

(hipotezy opartej na energii odksztaªcenia postaciowego) oraz stowarzyszonego prawa

pªyni¦cia. Model taki bywa nazywany materiaªem Prandtla�Reussa, stanowi najprostszy

przypadek zadania spr¦»ysto�plastycznego i w niniejszej pracy zostaª wykorzystany przy

modelowaniu zachowania stalowego zbrojenia poprzecznego.

A.4. Wpªyw staªych materiaªowych na efektywno±¢ skr¦powania

Wpªyw wytrzymaªo±ci na ±ciskanie betonu

Rozwa»any jest wpªyw wytrzymaªo±ci betonu na ±ciskanie na efektywno±¢ skr¦-

powania. Nale»y zauwa»y¢, »e w tym punkcie skorelowano moduª Younga betonu z jego

wytrzymaªo±ci¡ tak, jak ma to miejsce w rzeczywisto±ci. Do tego celu wykorzystano relacje

zaproponowane przez norm¦ PN-EN1992-1-1 [33], przedstawione w tabeli 3.1 w cytowa-

nej pozycji. Warto±ci tak uzyskane nie odbiegaj¡ znacz¡co od propozycji przedstawionych

w normie [2]. Dla sprawdzenia jak wytrzymaªo±¢ betonu wpªywa na ko«cowe rezultaty

przy zniszczeniu w ró»nych stanach napr¦»enia, wykonano serie oblicze« o zró»nicowa-

nej geometrii przekroju poprzecznego. Zestaw wybrano identycznie jak w pozostaªych

podrozdziaªach, w których analizowano wpªyw czynników niezmieniaj¡cych bezpo±rednio

ksztaªtu przekroju. Dokªadniejszy opis i rysunki zamieszczono w podrozdziale po±wi¦co-

nym badaniu wpªywu stopnia zbrojenia poprzecznego (punkt 5.4). W ramach serii modele

ró»niªy si¦ wªa±ciwo±ciami betonu w taki sposób, »e ka»dy odpowiadaª betonowi klasy od

C12/15 do C50/60 wedªug normy PN-EN1992-1-1, obejmuj¡c tym samym zakres betonów

o zwykªej wytrzymaªo±ci. Dla ka»dego przekroju wykonano 3 serie oblicze«, przyjmuj¡c

w ka»dej z nich inny model pracy betonu. Gªównym porównywanym wynikiem byªa gra-

niczna warto±¢ napr¦»e« normalnych wzdªu» osi sªupa. Poszukiwano zwi¡zku mi¦dzy t¡
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warto±ci¡ a wytrzymaªo±ci¡ betonu na ±ciskanie. Wyniki oblicze« przedstawiono na po-

ni»szych wykresach na rys. A.2�??.

Rysunek A.2: Efektywno±¢ skr¦powania w funkcji wytrzymaªo±ci betonu na ±ciskanie.
Przekrój kwadratowy ze strzemieniem na obwodzie.

Rysunek A.3: Efektywno±¢ skr¦powania w funkcji wytrzymaªo±ci betonu na ±ciskanie.
Przekrój kwadratowy ze strzemionami na obwodzie i poªo»onym diagonalnie.
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Rysunek A.4: Efektywno±¢ skr¦powania w funkcji wytrzymaªo±ci betonu na ±ciskanie.
Przekrój prostok¡tny ze strzemieniem na obwodzie.

Rysunek A.5: Efektywno±¢ skr¦powania w funkcji wytrzymaªo±ci betonu na ±ciskanie.
Przekrój koªowy ze zbrojeniem na obwodzie.

Poza warto±ciami uzyskanymi w poszczególnych punktach na wykresach umiesz-

czono linie trendu, które pokazuj¡ przybli»ony przebieg relacji. Mo»na zauwa»y¢, »e dla

ró»nych przekrojów zachowuj¡ si¦ one podobnie. Ustalono, »e widoczna jest najlepsza

zgodno±¢ do funkcji o ogólnej postaci F (σC) = 1 + A 1
σBC
, gdzie A oraz B s¡ parametrami

zale»nymi od innych wielko±ci materiaªowych, geometrycznych oraz przyj¦tego modelu
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betonu. W tabeli A.1 zestawiono warto±ci staªych oraz caªkowity bª¡d kwadratowy dopa-

sowania, uzyskane metod¡ najmniejszych kwadratów.

Tablica A.1: Parametry korelacji szczytowych, znormalizowanych napr¦»e« w rdzeniu
z wytrzymaªo±ci¡ betonu na ±ciskanie.

Prostok¡t A B
∑
R2

Drucker�Prager 5,54548445484766 0,976777300201799 3,335344738 · 10−6

Mohr�Coulomb 0,938714944766035 1,03169077366676 1,189454384 · 10−6

Willam�Warnke 3,80481820439359 0,790191604586467 6,337982792 · 10−5

Kwadrat z 1strz. A B
∑
R2

Drucker�Prager 6,32101509139535 0,980796333661355 2,431304502 · 10−6

Mohr�Coulomb 2,44978046876776 1,01768047047548 7,674483362 · 10−7

Willam�Warnke 4,85363659452387 0,820379911099470 5,526285096 · 10−5

Kwadrat z 2strz. A B
∑
R2

Drucker�Prager 6,74271995744223 0,995199957842955 1,074558310 · 10−6

Mohr�Coulomb 4,42568305869915 1,01211225205202 4,930243940 · 10−7

Willam�Warnke 6,73210727373993 0,884564930603340 4,336802184 · 10−5

Koªo A B
∑
R2

Drucker�Prager 7,98182370759057 1,00607607949819 6,388192878 · 10−7

Mohr�Coulomb 7,98254350148768 1,00636780202930 4,527433660 · 10−7

Willam�Warnke 10,0337744170018 0,939990074151348 4,751575144 · 10−5

Po dokªadniejszym przyjrzeniu si¦ zaprezentowanym rezultatom zauwa»ymy, »e

caªkowity bª¡d kwadratowy korelacji jest najni»szy dla przekroju koªowego i ro±nie we

wszystkich modelach w miar¦ rozwa»ania coraz mniej efektywnych przekrojów, czyli ta-

kich gdzie rozkªad napr¦»e« poprzecznych jest coraz bardziej odlegªy od jednorodnego.

Dodatkowo wida¢, »e podobnie zachowuje si¦ warto±¢ parametru B, która dla modeli DP

i MC pocz¡tkowo jest bardzo zbli»ona do 1, a przy kolejnych przekrojach oddala si¦ od

tej warto±ci maksymalnie o okoªo 3 %. Du»o wi¦ksz¡ zmienno±¢ obserwuje si¦ dla tego

parametru w przypadku modelu WW. Ponadto w tym modelu caªkowity bª¡d kwadra-

towy jest co najmniej o rz¡d wielko±ci wi¦kszy ni» w pozostaªych dwóch. Przyj¦cie w tym

modelu zale»no±ci w postaci funkcji F (σC) = 1 + A 1
σC

zwi¦ksza bª¡d korelacji o okoªo 2

rz¦dy wielko±ci, ale dalej mie±ci si¦ poni»ej 10−3 we wszystkich rozwa»anych przypadkach.

Wpªyw parametrów stali zbrojenia poprzecznego

Wpªyw granicy plastyczno±ci stali wykazuje istotn¡ rol¦ w ksztaªtowaniu no±no-

±ci granicznej przekroju. Jest ªatwe do przewidzenia, gdy» graniczne napr¦»enia kr¦puj¡ce

zale»¡ od siªy osi¡ganej w zbrojeniu poprzecznym, a ta (przyjmuj¡c najprostszy mo-

del) zale»y od iloczynu stopnia zbrojenia poprzecznego ρT, pola przekroju Ac i granicy

plastyczno±ci stali fy. Przewidywano, »e rezultaty b¦d¡ zbli»one jak w przypadku bada-

nia sprawdzaj¡cego zale»no±¢ efektów skr¦powania od stopnia zbrojenia poprzecznego.
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W pierwszym kroku, modele przygotowane identycznie jak opisane w poprzednim punk-

cie, tylko ze staª¡ warto±ci¡ fc = 30 MPa i stopniem zbrojenia poprzecznego ρT = 0,5 %.

Podzielono je na serie, w których granica plastyczno±ci stali wynosiªa od fy = 100 MPa

do fy = 1000 MPa ze skokiem co 100 MPa.

Rysunek A.6: Efektywno±¢ skr¦powania w funkcji granicy plastyczno±ci stali zbrojenia
poprzecznego na rozci¡ganie, serie ρT = 0,5 %.

Po wst¦pnej analizie i zaobserwowaniu pewnych zjawisk zachodz¡cych w przekro-

jach o silnie niejednorodnym rozkªadzie napr¦»e« poprzecznych wykonano dodatkowe serie

oblicze« przy stopniu zbrojenia ρT = 2,0 % dla przekroju kwadratowego z pojedynczym

strzemieniem i prostok¡tnego. Rezultaty w postaci wykresów zale»no±ci znormalizowanych
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napr¦»e« osiowych w rdzeniu w funkcji wytrzymaªo±ci stali na rozci¡ganie przedstawiono

na rysunkach A.6�A.8.

Rysunek A.7: Efektywno±¢ skr¦powania w funkcji granicy plastyczno±ci stali zbrojenia
poprzecznego na rozci¡ganie, serie ρT = 0,5 %.
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Rysunek A.8: Efektywno±¢ skr¦powania w funkcji granicy plastyczno±ci stali zbrojenia
poprzecznego na rozci¡ganie, serie ρT = 2,0 %.

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e w zale»no±ci od uksztaªtowania przekroju poprzecznego

poszczególne modele zachowuj¡ si¦ w nieco odmienny sposób. W sytuacji gdy geometria

rdzenia oraz uzwojenia zapewnia stosunkowo równomierny rozkªad poprzecznych napr¦-

»e« normalnych (kr¦puj¡cych), co mo»na uto»samia¢ z ograniczeniem lub nawet wyeli-

minowaniem obszarów nieefektywnie skr¦powanych, wówczas ró»nice pomi¦dzy wynikami

osiowych napr¦»e« granicznych z poszczególnych modeli s¡ najmniejsze i ªatwe do przewi-

dzenia z uwagi na liniow¡ zale»no±¢ od badanego parametru. W pozostaªych przypadkach

liniowy charakter zale»no±ci utrzymuje si¦ jedynie w przypadku wyników oblicze« uzyska-
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nych przy wykorzystaniu modelu DP. Szczególnie istotne ró»nice widoczne s¡ przy du»ej

sile zbrojenia poprzecznego1. Wówczas stosuj¡c model MC w wynikach pola przemiesz-

cze« zauwa»amy wydzielenie obszarów nieefektywnie skr¦powanych, które przemieszczaj¡

si¦ znacznie wzgl¦dem pozostaªej cz¦±ci rdzenia. Nie pozwala to wykorzysta¢ w peªni

potencjaªu zastosowanego zbrojenia poprzecznego, które nie osi¡ga w takiej sytuacji gra-

nicy plastyczno±ci podczas gdy przekrój poprzeczny ulega ju» znacznym odksztaªceniom

plastycznym. Podobny mechanizm, cho¢ przy wi¦kszych odksztaªceniach i przy mniej

wyra¹nej granicy po±lizgu pojawia si¦ przy obliczeniach prowadzonych z wykorzystaniem

modelu WW. Dodatkowo to wªa±nie przy tym modelu obserwuje si¦ najwi¦ksze przemiesz-

czenia poprzeczne, lecz wi¡za¢ to nale»y ze zjawiskiem dylatancji, które najsilniej daje

o sobie zna¢ z powodu zastosowania stowarzyszonego prawa pªyni¦cia. Mo»na przy okazji

nadmieni¢, »e na mo»liwo±¢ zniszczenia przekroju skr¦powanego przed osi¡gni¦ciem na-

pr¦»e« plastycznych w stali uzwojenia zwraca uwag¦ Nowakowski [75] w swojej rozprawie

doktorskiej. Uwaga ta jest o tyle istotna, »e znaczna cz¦±¢ uproszczonych modeli okre±lenia

no±no±ci przekroju skr¦powanego (patrz tablice 2.1, 2.2, 2.3) opiera si¦ na zaªo»eniu, »e

w zbrojeniu poprzecznym osi¡gane s¡ napr¦»enia równe granicy plastyczno±ci.

1 Termin taki wykorzystywany jest czasem w literaturze do okre±lenia iloczynu stopnia zbrojenia
i wytrzymaªo±ci na rozci¡ganie zbrojenia, w tym przypadku zbrojenia poprzecznego.
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Spis oznacze«

Symbole ªaci«skie wielkie
Ac � pole przekroju rdzenia betonowego,
Ag � pole przekroju poprzecznego sªupa betonowego,

A, As, Asy, Asz, Ash � pole przekroju zbrojenia poprzecznego,
Asi � pole przekroju i-tego pr¦ta zbrojenia poprzecznego,

B, B̄ � macierz zale»no±ci odksztaªcenie � przemieszczenie,
Cijkl � tensor podatno±ci,
C0 � klasa elementu sko«czonego,

D, De � macierz spr¦»ysto±ci,
Dep � macierz spr¦»ysto�plastyczna,
Dijkl � tensor spr¦»ysto±ci,
DMAX � maksymalny wymiar kruszywa,

E � moduª Younga,
E0 � pocz¡tkowy moduª spr¦»ysto±ci (Younga) betonu,
Ec � moduª spr¦»ysto±ci betonu,
Ep � energia potencjalna odksztaªcenia,
Es � moduª spr¦»ysto±ci stali,
F � funkcja plastyczno±ci,
G � funkcja potencjaªu plastycznego,

GKirchhoff � moduª Kirchho�a,
I1, I2, I3 � niezmienniki tensora stanu napr¦»enia,
J1, J2, J3 � niezmienniki dewiatora tensora stanu napr¦»enia,

K � moduª Helmholtza,
Ln � wielomian Lagrange'a n-tego stopnia,
N � funkcja ksztaªtu,
N � macierz funkcji ksztaªtu,
P � siªa osiowa,

Ri � macierz rezyduów w i-tej iteracji,
S, ∂Ω � brzeg obszaru przekroju rdzenia,

V0 � przestrze« pól kinematycznie dopuszczalnych,
W p � praca odksztaªcenia plastycznego.

Symbole ªaci«skie maªe
ac, bc, dc � wymiary rdzenia betonowego,

bi � odlegªo±¢ mi¦dzy pr¦tami zbrojenia podªu»nego,
c � spójno±¢,
d � ±rednica, lub parametr zniszczenia,

fck, f ′c, f
′
co, fc � wytrzymaªo±¢ charakterystyczna betonu na ±ciskanie,

fck,c, f1, f ′cc, fcc � wytrzymaªo±¢ charakterystyczna betonu skr¦powanego na
±ciskanie,

fcd � wytrzymaªo±¢ obliczeniowa betonu na ±ciskanie,
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fcb � wytrzymaªo±¢ betonu na dwuosiowe równomierne ±ciskanie,
fct � wytrzymaªo±¢ betonu na jednoosiowe rozci¡ganie,

fl, f2 � poprzeczne napr¦»enia kr¦puj¡ce,
fle � skuteczne napr¦»enia kr¦puj¡ce,
fs � napr¦»enia maksymalne w zbrojeniu poprzecznym, cz¦sto

odpowiadaj¡ce granicy plastyczno±ci,
fy, fyt � granica plastyczno±ci stali (zbrojenia poprzecznego),

nα � jednostkowy wektor normalny,
p, q, r � niezmienniki stanu napr¦»enia,

r � promie«,
rc � promie« w pªaszczy¹nie dewiatorowej odpowiadaj¡cy

ekstremalnym napr¦»eniom ±ciskaj¡cym,
rt � promie« w pªaszczy¹nie dewiatorowej odpowiadaj¡cy

ekstremalnym napr¦»eniom rozci¡gaj¡cym,
ri � rezydua w i-tej iteracji,

sc, s � skok uzwojenia lub rozstaw strzemion,
sij � dewiator tensora napr¦»enia,
sl � rozstaw pr¦tów zbrojenia gªównego,
t � pseudo�czas,

uij, us, u, v � przemieszczenia,
u � wektor przemieszczenia,
wi � waga i-tego punktu caªkowania numerycznego.

Symbole greckie
δij � symbol Kronekera,

ε, εij � odksztaªcenia,
εe
ij, ε

p
ij � skªadowa spr¦»ysta i plastyczna tensora odksztaªcenia
εc2 � odksztaªcenie pocz¡tku idealnej plastyczno±ci betonu wg [33],
εc2,c � odksztaªcenie rozpoczynaj¡ce idealn¡ plastyczno±¢ betonu

skr¦powanego wg [33],
εcu2 � odksztaªcenie graniczne betonu wg [33],
εcu2,c � odksztaªcenie graniczne betonu skr¦powanego wg [33],

� � parametr sko±no±ci,
θ � k¡t Lodego,
κ � funkcja wzmocnienia/osªabienia,
κp � parametr wzmocnienia plastycznego,
λ � mno»nik plastyczny lub smukªo±¢ elementu,
ν � staªa Poissona,

ξ, ρ, θ � wspóªrz¦dne Haigha�Westergaarda, gdzie θ jest to»sama
z k¡tem Lodego,

ξ, η � wspóªrz¦dna znormalizowana,
ρ � stopie« zbrojenia gªównego,
ρc � g¦sto±¢ betonu,
ρT � stopie« zbrojenia poprzecznego,
ρse � efektywny stopie« zbrojenia poprzecznego,

σ, σij � napr¦»enia,
σ, σ̄ � macierz / wektor napr¦»enia,
σ0 � wektor napr¦»e« wywoªanych wymuszonym odksztaªceniem,

σ1, σ2, σ3, σI, σII, σIII � warto±ci napr¦»e« gªównych,
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σB � wytrzymaªo±¢ (betonu) na dwuosiowe równomierne ±ciskanie,
σC � wytrzymaªo±¢ (betonu) na jednoosiowe ±ciskanie,
σR � wytrzymaªo±¢ (betonu) na jednoosiowe rozci¡ganie,
σT � poprzeczne napr¦»enia kr¦puj¡ce,
τ � parametr czasu relaksacji,
φ � k¡t tarcia wewn¦trznego lub ±rednica,
ψ � k¡t dylatancji,
ωc � moc zbrojenia poprzecznego,
Ω � obszar przekroju sªupa.
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